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序

  随着计算机科学技术的飞速发展 ,人类正进入信息时代 .

信息时代是应用数学大发展的时代 ,人类长期积累起来的知

识体系 ,正面临着第 3 次数学化 .数学思想 ,数学方法与数学模型

随着计算机的广泛应用 ,日益渗透到各种行业中去 .

当代 ,除了古典的数学理论 (初等数学 ,微积分学 ,微分方程 ,

复变函数等 )早已得到广泛的应用外 ,一些比较抽象的现代数学理

论 (集合论、数理逻辑、范畴论、抽象代数、泛代数、代数几何、拓扑

学、泛函分析等 )以及一些新兴的数学理论 (随机过程、时间序列、

运筹学、最优化理论、有限元方法、模糊数学、混沌与分形等 )也逐

渐地成为社会生产 ,科学实验 ,工程技术及经济管理中不可缺少的

工具 ,应用数学的适用范围正在迅速地扩大 .

为了满足日益增长的社会需求 ,清华大学应用数学系《现代应

用数学手册》编委会 ,组织编写了这套多卷集的手册 .

本书读者是理、工、医、农、经管等各个领域中的广大工程技术

人员、科研人员 ,大、中专院校的教师、学生、研究生及其他使用数

学工具的实际工作者 .其中有些内容对于中学生也是适用的 .

编者力求使本书成为一套高质量的工具书 ,它有下列特点 :

(1 ) 内容“新颖” 本书力求做到内容现代化 ,除用现代观点

介绍古典内容外 ,对已出现的新理论、新方法尽量优先选入 .

(2 ) 突出“应用” 本书在选材上突出数学理论的应用 ,以通

俗易懂的方式着重介绍在现代科学技术等实际领域中应用广泛的

数学理论和方法 .
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(3 ) 紧密“结合”计算机应用  为了更有效地应用数学方法解

决各种实际问题 ,广大科技人员迫切要求数学方法与计算机应用

相结合 ,提高工作效率 .为此 ,本书在结合计算机应用方面 ,给予特

别的重视 .

(4 ) 版面设计“合理”,便于迅速查阅  为方便读者使用 ,本书

采用了一套较为完善的索引体系 .除正文中章、节的编号沿用国际

通行的十进制编号外 ,对于重要的定义、定理、例题、公式、图、表等

均有编号 .读者可以从 ( 1) 目录 , ( 2) 中文—外文索引 , ( 3) 外文—

中文索引等三种途径 ,迅速找到所需资料 .此外 ,本书对载入的外

国科学家人名 ,尽量采用“名从主人”的原则 .

(5) 数学符号力求“统一”与国际化  鉴于目前国内各种文

献、书藉中使用的数学符号不够统一与国际化 ,增加了读者阅读时

的困难 .本书除按国家标准 GB3102-93 外 ,兼用国际数学界权威

著作《数学大百科辞典》( Encyclopedic Dictionary of Mathematics ,

EDM)中的符号为标准 .对于不在上述文献中的其他新符号 ,则选

用较为流行者 .

本手册各卷内容独立完整 ,便于个人读者与团体读者按需选

购 .当前应用数学急剧发展 ,编委会在条件成熟的时候 ,还将增出

新卷 .

本书的编撰是与清华大学应用数学系领导 ,特别是萧树铁教

授的热心支持 ,编辑委员会各位编委的通力协作 ,校内外的许多教

师、科研工作者的大力支持分不开的 ,编者深致谢意 .

在编辑出版过程中 ,还得到清华大学出版社的热情支持 .

本书从编撰到出版 ,历尽艰辛 .饮水思源 ,编者还要感谢本书

的发起人 ,清华大学应用数学系陆璇教授 ,北京出版社李利军编辑

及已故的北京出版社社长王政人先生 .
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最后 ,编者还要对夫人王华敏表示谢忱 ,没有她的深刻理解、

热情支持与持久的帮助 ,本书也难以问世 .

主编  马振华

1997 年于清华园
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数学符号表

" 全称量词

v 存在量词

� 等价

[ ]/ [] 底 ( [α]是不超过实数α的最大整数 )

[ ] 顶 ( [α]是不小于实数α的最小整数 )

O Landau符号 (当 x→α时 | f ( x )/ g( x ) |有界 ,

记作 f ( x ) = O( g( x) ) )

o Landau符号 (当 x→α时 | f ( x )/ g( x ) |→0 Q,

记作 f ( x ) = o( g( x) )

等价 (当 x→α时 f ( x )/ g( x )→1 �)

∶= 定义与赋值号 ( k∶= k + 1 �)

> l 字典序 ( x > ly, x 按字典序大于 y/ x 优超于 y)

ρ( A ) 矩阵 A的谱半径 (ρ( A ) = max
1 �≤ i≤ n

|λi | )

� f ( x) f ( x)的梯度

�2 Gf ( x) f ( x)的 Hesse矩阵

s‖ z ( i)
在 n 维向量 ( x

( 1 �)
, ⋯ , x

( i)
,⋯ , x

( n)
)中 , 用 z

( i)
代替

x
( i )

:

s‖ z
( i )
> ( x
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,⋯ , x

( i - 1 )
, z

( i)
, x

( i + 1 )
,⋯ , x
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) )

lex min 按字典序最小
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1  线性规划

1.1  线性规划问题

1.1.1  引言

  线性规划 ( linear programming)是运筹学中产生较早、应用广

泛的一个分支 .早在 20 世纪 30 年代 ,Канторович研究并发表了

《生产组织与计划的数学方法》,其中论述的就是线性规划问题 .

1947 年 G .B .Dantzig提出了单纯形法 .其后在计算机上的成功实

现使得应用线性规划解决的问题迅速增加 .线性规划已广泛用于

国防、科技、经济、工业、农业、环境工程、教育及社会科学中 .

线性规划是研究在一组线性约束之下 ,某个线性函数的最小

值或最大值问题 .

例1.1.1  某工厂有三种原料 B1 , B2 和 B3 , 其储量分别为

170 kg、100 kg和 150 kg .现用来生产两种产品 A1 和 A2 .已知每

生产 1 kg A1 产品需要原料 B1 5 kg,原料 B2 2 kg ,原料 B3 1 kg .

每生产 1 kg A2 产品需要原料 B1 2 kg ,原料 B2 3 kg, 原料 B3 5

kg .又知 A1 产品每 kg利润为 10 元 , A2 产品每 kg 利润为 18 元 .

问在工厂现有资源条件下 ,应如何安排生产 ,才使工厂获得最大利

润 ?

解  设安排 A1 , A2 产品的产量分别为 x1 , x2 kg .则该问题

的数学模型为
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max 10 x1 + 18 x2 ;

s .t . 5 x1 + 2 x2 ≤ 170 ,

2 x1 + 3 x2 ≤ 100 ,

x1 + 5 x2 ≤ 150 ,

x1 ≥ 0 ,

x2 ≥ 0 .

这是一个线性规划问题 ( linear programming problem ) , 简记为

( LP ) .

一般地 ,线性规划问题的数学模型为

min/ max  f ( x1 ,⋯ , xn ) = c1 x1 +⋯ + cn xn ;

   

s .t . a11 x1 +⋯ + a1 n xn≤ b1  (或≥ b1 ;或 = b1 ) ,

    ⋯⋯               ,

   am 1 x1 +⋯ + am n xn≤ bm  (或≥ bm ;或 = bm ) ,

      x j≥0  ( j = 1 ,⋯ , n) .

( 1 .1)

其中 , x1 ,⋯ , xn 称为决策变量 ( decision variables ) ,是线性规划问

题中要求解的变量 . f ( x1 ,⋯ , xn ) = c1 x1 + ⋯ + cn xn 称为目标函

数 ( objective function ) .常数 c1 ,⋯ , cn ,称为费用系数 ( cost coeffi-

cients) . ai1 x1 + ⋯ + ain xn≤ bi (或≥ bi ;或 = bi ) ( i = 1 ,⋯ , m )称

为第 i 个约束 (constrain t) .系数 ai j组成的矩阵

A =

a11 ⋯ a1 n

⋯ ⋯

am 1 ⋯ am n

称为约束矩阵 ( constraint mat rix ) .列向量 b = ( b1 ,⋯ , bm )
T
称为

右端向量 ( right-hand-side vector) .条件 x j≥0 ( j = 1 ,⋯ , n )称为非

负约束 .本书中约束条件记为 s .t .是 subject to 的缩写 ,意思是满
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足约束条件 .

1.1.2  线性规划问题的标准形式

线性规划问题的标准形式表示为 :

min c1 x1 + c2 x2 + ⋯ + cn xn ;

s .t . a11 x1 + a12 x2 + ⋯ + a1 n xn = b1 ,

a21 x1 + a22 x2 + ⋯ + a2 n xn = b2 ,

 ⋯  ⋯ ⋯ ⋯ ,

am 1 x1 + am 2 x2 + ⋯ + am n xn = bm ,

   x1 ≥ 0 , x2 ≥ 0 , ⋯ x n ≥ 0 .

( 1 .2)

其中 , x i 为决策变量 , ci , ai j和 bi 为实常数 .并且 , bi≥0 .

利用向量和矩阵符号可以简写为 :

min cx;

s .t . Ax = b,

x≥ 0 .

( 1 .3 )

其中 , A为矩阵 , b, c, x均为向量 :

A =

a11 a12 ⋯ a1 n

a21 a22 ⋯ a2 n

⋯ ⋯ ⋯

am 1 am 2 ⋯ am n

,

c = ( c1 , c2 ,⋯ , cn ) ,

b = ( b1 , b2 ,⋯ , bm )
T

,

x = ( x1 , x2 ,⋯ , xn )
T

.

  在各种实际问题中 ,列出的模型不尽相同 ,目标函数可能是求

最小值或最大值 ;约束条件可能是等式或不等式 ;变量可能有限

制 ,或没有限制 .但是 ,任何一种线性规划模型都可以等价地转换

为标准形式 .
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(1 ) 目标函数的转换  若原问题是求 max cx,则可以转换成

求 min ( - cx) .

(2 ) 约束条件的转换  若某约束条件是不等式

∑
n

j = 1

ai j x j ≤ bi  ∑
n

j = 1

ai j x j ≥ bi ,

则可以转换成为

∑
n

j = 1

ai j x j + xn + i = bi ∑
n

j = 1

ai j x j - xn + i = bi ,

xn + i ≥ 0 .

其中 ,引进的新变量 xn + i称为松弛变量 ( slack variable) .在目标函

数中与松弛变量相对应的费用系数取 0 值 .

若等式约束∑
n

j = 1

ai j x j = bi 中的 bi < 0 ,则可将该等式的两端同

乘以 ( - 1 ) 转换为 - ∑
n

j = 1

ai j x j = - bi ,此时 , ( - bi ) > 0 .

(3 ) 变量的非负约束  若某个变量的约束为 x j≤βj (或 x j≥

βj ) ,则可令 x j′=βj - x j (或 x j′= x j - βj ) ,于是便有 x j′≥0;若某个

变量 x j 没有限制 ,则可令 x j = x j′- x j″,并增加约束 x′j≥0 , x j″≥

0 .

例 1.1.2  将下列线性规划模型转化为标准形式

min - x1 +2 x2 - 3 x3 ;

s .t . x1 + x2 + x3 ≤ 7 ,

x1 - x2 + x3 ≥ 2 ,

3 x1 - x2 - 2 x3 = - 5 ,

    x1 ≥ 0 ,  x2 ≥ 0 .

  解  对前两个约束分别引进松弛变量 x6≥0 , x7≥0 ,且规定

其相应的费用系数 c6 = c7 = 0 .对等式约束的两端同乘以 ( - 1 ) .

再令 x3 = x4 - x5 ,并增加约束 x4≥0 , x5≥0 .这样 ,给定的线性规
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划模型转化为标准形式 :

min - x1 +2 x2 - 3 x4 + 3 x5 ;

s .t . x1 + x2 + x4 - x5 + x6 = 7 ,

x1 - x2 + x4 - x5 - x7 = 2 ,

- 3 x1 + x2 +2 x4 - 2 x5 = 5 ,

    x1 ≥ 0 , x2 ≥ 0 ,

    x4 ≥ 0 , x5 ≥ 0 ,

    x6 ≥ 0 , x7 ≥ 0 .

  下面给出线性规划问题解的概念 .

定义 1.1.3  ( 1.15 ) 中 , 满足约束条件的向量 x = ( x1 ,

x2 ,⋯ , xn )
T
称为 (1.15)的可行解 ( feasible solution )或可行点 ( fea-

sible poin t ) .可行点的集合 ,称为可行域 ( feasible region) .记作

S = { x∈ En | Ax = b, x≥ 0 } .

使目标函数取得最小值的可行解称为最优解 (optimal solu tion) .

1.1.3  线性规划的图解法

如果线性规划问题只含有两个决策变量 ,那么 ,它的可行域可

在平面上画出 ,因而可用图解法求最优解 .举例说明 .

例 1.1.4  用图解法解下列线性规划

min - x1 - 4 x2 ;

s .t . x1 + x2 ≤ 4 ,

- x1 + x2 ≤ 2 ,

    x1 ≥ 0 ,  x2 ≥ 0 .

  解  这个问题的可行域 S 如图 1.1 所示 .目标函数等值线的

方程为 - x1 - 4 x2 = z .因为要找的最优解在可行域内使目标函数

具有最小值 ,所以 ,让等值线 - x1 - 4 x2 = z 沿着它的负法线方向

- n = ( 1 , 4) T 在可行域内尽量地平行移动 .即 ,移动到图 1.1 中点
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图  1.1

(1 , 3 )
T
的位置 .如果再移动就与可行域不相交了 ,于是点 ( 1 , 3 )

T

就是最优解 ,目标函数最优值为 - 13 .

1.1.4  线性规划的性质

首先给出线性规划问题基本可行解的概念 .

定义 1.1.5  考虑 ( 1.3) ,设 B是矩阵 A中的一个 m 阶满秩

子方阵 ,则称 B为一个基 ( basis ) . A 中剩余元素组成的子阵记为

N ,即 A = ( B, N ) .再把 x的分量相应地分作两部分 ,记成 xB 和

xN , xB 的分量与 B的列对应 , 称为基变量 ( basic variables ) .xN 的

分量与 N中的列对应 ,称为非基变量 ( nonbasic variables) .在约束

Ax = b中令所有的非基变量取值为零时 , 得到的解 x =
xB

xN

=

B - 1 b

0
,称为相应于 B的基本解 ( basic solu tion) .
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定义 1.1.6  基本解的基变量都取非负值时 ,即满足 xB≥0

的基本解称为基本可行解 ( basic feasible solution) .相应的基 B称

为可行基 ( feasible basis) .

注意 ,有 m 个约束方程和 n 个变量的标准形式线性规划问题

必有有限个基本解 ,其最大个数为

n

m
=

n !
m !( n - m) !

.

  基本可行解的最大组数也小于或等于此式的值 .

定义 1.1.7  若基本可行解的所有基变量都取正值 ,则称它

是非退化的 ( non-degenerate ) ;若有取零值的基变量 ,则称它是退

化的 ( degenerate) .一个线性规划问题 ,若它的所有基本可行解都

是非退化的 ,则称该问题是非退化的 .

例 1.1.8  选择不同的基 ,求下列线性规划的基本解 .

min - x1 - 4 x2 ;

s .t . x1 + x2 + x3 = 4 ,

- x1 + x2 + x4 = 2 ,

    x1 , x2 , x3 , x4 ≥ 0 .

  解  问题的约束矩阵为

A = [ a1 a2 a3 a4 ] =
1 1 1 0

- 1 1 0 1
.

下面选择不同的基 ,并分别求出所对应的基本解 :

B1 = [ a1 a2 ] =
1 1

- 1 1
,求得基本解为

x1 = ( x1 , x2 , x3 , x4 )
T

= ( 1 , 3 , 0 , 0)
T

.

B2 = [ a1 a3 ] =
1 1

- 1 0
,求得基本解为

x2 = ( x1 , x2 , x3 , x4 )
T

= ( - 2 , 0 , 6 , 0)
T

.
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B3 = [ a1 a4 ] =
1 0

- 1 1
,求得基本解为

x3 = ( x1 , x2 , x3 , x4 ) T = ( 4 , 0 , 0 , 6) T .

B4 = [ a2 a3 ] =
1 1

1 0
,求得基本解为

x4 = ( x1 , x2 , x3 , x4 )
T

= ( 0 , 2 , 2 , 0)
T

.

B5 = [ a2 a4 ] =
1 0

1 1
,求得基本解为

x5 = ( x1 , x2 , x3 , x4 )
T

= ( 0 , 4 , 0 , - 2 )
T

.

B6 = [ a3 a4 ] =
1 0

0 1
,求得基本解为

x6 = ( x1 , x2 , x3 , x4 )
T

= ( 0 , 0 , 4 , 2)
T

.

注意 ,与基 B1 , B3 , B4 , B6 对应的基本解 x1 , x3 , x4 , x6 是基本可

行解 ;与基 B2 , B5 对应的 x2 , x5 是基本解 ,但不是基本可行解 ,因

为 x2 的第 1 个分量是负数 , x5 的第 4 个分量是负数 .此外 ,由于

所有的基本可行解都是非退化的 ,故该问题是非退化的 .

下面给出标准形式线性规划问题的几个重要性质 .

定理 1.1.9  线性规划问题的可行域为凸集 .

定理 1.1.10  x是式 ( 1.3)的基本可行解的充要条件是它是

可行域的极点 .

定理 1.1.11  若式 (1.3 )有可行解 ,则必有基本可行解 .

定理 1.1.12  若式 ( 1.3 )有有限最优值 ,则必在可行域的极

点处达到 .

定理 1.1.13  式 (1.3 )有有限最优值的充要条件是对可行域

的所有极方向 dj ,均有 cdj≥0 .
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1.2  单纯形法

1.2.1  单纯形法原理

  对于标准形式的线性规划问题

min  f ( x) = cx; ( 1 .4)

s .t . Ax = b , ( 1 .5)

x≥0 ( 1 .6 )

若有有限最优值 ,则目标函数的最优值必在某一基本可行解处达

到 .因而只要在基本可行解中寻找最优解 .单纯形法 ( simplex

method)的基本思想就是先找一个基本可行解 .检验是否为最优

解 .否则 ,再找一个使目标函数值有改进的基本可行解 ,进行检验 .

反复进行迭代 ,直至找到最优解 ,或判定问题无界 (即无有限最优

值 ) .

设找到初始基本可行解 x,可行基为 B ,非基矩阵为 N ,即 A

= ( B N) .于是 , x =
B - 1 b

0
=

b

0
.相应地 ,目标函数值为 f

-

= c x

= [ cB cN ]
b

0
= cB b其中 , cB 是 c中与基变量对应的分量组成的

m 维行向量 .

再设任意可行解 x=
xB

xN

,由 (1.5 )得到

xB = B - 1 b - B - 1 NxN = b - B - 1 NxN . ( 1 .7)

相应的目标函数值为

f = cx = cB b - ( cBB - 1 N - cN ) xN . ( 1 .8)

若记 A = [ a1 a2⋯ an ] ,于是

f = f
-

- ∑
j∈ N

B

( cBB
- 1 aj - cj ) x j , ( 1 .9)
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其中 , NB 是非基变量的下标集 .记

zj - cj = cBB - 1 aj - cj , (1 .10)

称为检验数 (criterion) .于是有

f = f
-

- ∑
j∈ N

B

( z j - cj ) x j . (1 .11)

变换后的问题叙述如下 :

min  f = f
-

- ∑
j∈ N

B

( zj - cj ) x j ; (1 .12)

s .t .  xB + B - 1 NxN = b , (1 .13)

   x≥ 0 . (1 .14)

其中 , f
-

是基本可行解 x所对应的目标函数值 .

假设 (1.12) (1.14)对应的基本可行解是非退化的 ,则有下面

定理 .

定理 1.2.1  若 ( 1.12 )中所有的 z j - cj≤ 0 , 则 x 为问题

(1.4 ) ( 1.6)的最优解 ,记为 x * .

定理 1.2.2  若 ( 1.12 )中有 zk - ck > 0 , k∈ NB , 且相应的

B - 1 ak≤0 ,则问题 (1.4 ) ( 1.6)有无界的最优值 .

定理 1.2.3  若 (1.12)中有 zk - ck > 0 , k∈ NB ,且 ak = B - 1

ak 至少有一个正分量 ,则能找到基本可行解 x̂, 使目标函数值下

降 ,即 cx̂ < cx .

上述三个定理给出了单纯形法的基本思路 :首先找一个基本

可行解 x,对它进行检验 .若与之相应的所有检验数 z j - cj≤0 ,则

x为最优解 ;若有 zk - ck > 0 ,且相应的 B - 1 ak≤0 ,则问题无界 ;若

zk - ck > 0 ,且 B - 1 ak 含有正分量 ,则可以求出一个新的基本可行

解 x̂,使目标函数值减小 .然后 ,再检验最优性 ,再迭代 .由于基本

可行解的个数是有限的 ,故经过有限次迭代后一定能找到最优解
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或判定问题无界 .

为了求出一个新的基本可行解 x̂,可取正检验数中最大的 zk

- ck 的下标 k所对应的列向量 ak 进入基 , 使相应的非基变量 x k

取正值变为基变量 .令

x k = min
bi

ai k
ai k > 0 >

br

ark
, (1 .15)

并且 ,让原来的基变量 x B
r
变为非基变量 ,即令 xB

r
= 0 .这样得到

新的基本可行解

x̂ = ( x̂B
1
,⋯ , x̂B

r - 1
, 0 , x̂ B

r+ 1
,⋯ , x B

m
, 0 ,⋯ , x k ,⋯ ,0 )

T
.

相应的目标函数值为

f̂ = cx̂ = f
-

- ( zk - ck ) xk < f
-

.

且有

x̂B
i

= bi - aik x k ≥ 0  ( i = 1 ,⋯ , r - 1 , r + 1 ,⋯ , m) ,

x̂ B
r

= x k > 0 ,

即 , x̂B≥0 .

1.2.2  单纯形法的计算步骤

对标准形式的线性规划问题 ,单纯形法的计算步骤如下 :

(1 ) 找初始可行基 B和初始基本可行解 .

(2 ) 求出 xB = B - 1 b> b,计算目标函数值 f = cBxB .

(3 ) 按 ( 1.10 )计算检验数 ,并按

zk - ck = max zj - cj j = 1 , 2 ,⋯ , n , (1 .16)

确定下标 k ,取 x k 为进基变量 .

(4 ) 若 zk - ck≤0 ,停止 .这时基本可行解

x =
xB

xN

=
b

0
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是最优解 ,目标函数最优值为 f = CB b;否则 ,执行 (5 ) .

(5 ) 解 Bak = ak ,求得ak = B - 1 ak .若 ak≤0 ,停止 .问题无界 ;

否则 ,执行 ( 6) .

(6 ) 求最小比

br

ark
= min

bi

ai k
ai k > 0 ,

确定下标 r , xB
r
为离基变量 .

(7 ) 以 ak 代替 aB
r
得到新基 .再返回 (2 ) .

1.2.3  单纯形表

本节介绍如何在表上实现单纯形法 .用单纯形法解线性规划

时 ,主要是求改进的基本可行解 .为此 ,使原来的非基变量 xk 变成

取正值的基变量 .同时 , 使原来的基变量 x B
r
取值为零 , 变成非基

变量 .相应地 ,使原来的基 B = [ a1 a2⋯ am ]变成新基 B̂ = [ a1⋯

ar - 1 ak ar + 1⋯ am ] .这种变换称为换基 .为了在表上实现换基运

算 ,把在基 B下式 ( 1.13 )的系数增广矩阵 ,式 ( 1.12 )中目标函数

的系数及基本可行解中 xB 各分量的值统列成下表 , 称为单纯形

表 ( simplex tableau) .

表 1.1  单纯形表

x1 �⋯ x r ⋯ xm xm + 1 -⋯ xk ⋯ xn 右端

x1 U

⋯

x r

⋯

xm

1 �⋯ 0 �⋯ 0 da1 �, m + 1 ⋯ a1 �k ⋯ a1 �n b1 �

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

0 �⋯ 1 �⋯ 0 dar , m + 1 L⋯ ar k ⋯ ar n br

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

0 �⋯ 0 �⋯ 1 dam , m + 1 W⋯ am k ⋯ am n bm

·21·



f 0 �⋯ 0 �⋯ 0 dzm + 1 �- cm + 1 ⋯ zk - ck ⋯ zn - cn f
-

表中最右端一列对应于基本可行解中 xB 各分量的值 .

为了得到相应于新基 B̂的式 ( 1.13 ) , 就要把第 k 列变成单位

向量 ,其中第 r 个元素为 1 ,其余元素为 0 ;从而第 r 列不再是单位

向量 ,必须按下列公式变换表中的元素 :

âr j =
ar j

ark
( j = 1 , 2 ,⋯ , n ) . (1 .17)

âi j = ai j - ai k ârj

( j = 1 , 2 ,⋯ , n ; i = 1 ,⋯ , r - 1 , r + 1 ,⋯ , m ) . (1 .18)

b̂r =
br

ar k
. (1 .19)

b̂i = bi - b̂r ai k  ( i = 1 ,⋯ , r - 1 , r + 1 ,⋯ , m) . (1 .20)

得到对应于新基 B̂的单纯形表如表 1.2:

  表  1.2

x1 �⋯ x r ⋯ xm xm + 1 -xk xn 右端

x1 '

⋯

xk

⋯

xm

1 �⋯ â1 �r ⋯ 0 �â1 �, m + 1 ⋯ 0 �⋯ â1 �n b̂1 �

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

0 �⋯ âr r ⋯ 0 �âr , m + 1 �⋯ 1 �⋯ ârn b̂r

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

0 �⋯ âm r ⋯ 1 �âm , m + 1 �⋯ 0 �⋯ âm n b̂m

f 0 �⋯ ẑr - cr ⋯ 0 �ẑm + 1 �- cm + 1 ⋯ 0 �⋯ ẑn - cn f̂

  迭代时 ,根据定理 1.2.3 确定 x k 为进基变量 , xB
r
为离基变

量 , ar k为主元 .然后 , 进行换基 ,即按 ( 1.17 ) ( 1.20 )变换表中的元
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素 .这样 ,单纯形法全部计算都可以在单纯形表上进行了 .

单纯形表也可简记为

    表  1.3

xB xN 右端

xB I B - 1 �
N b

f 0 �cB B - 1 �N - cN cBb

  例 1.2.4  用单纯形法求解下列线性规划

min x1 + x2 - 4 x3 ;

s .t . x1 + x2 +2 x3 + x4 = 9 ,

x1 + x2 - x3 + x5 = 2 ,

- x1 + x2 + x3 + x6 = 4 ,

    x j ≥ 0 ( j = 1 , 2 ,⋯ ,6 ) .

  解  由于[ a4 a5 a6 ]是一个单位矩阵 ,且 b = ( 9 , 2 , 4)
T
≥0 ,故

选取初始基为 B= [ a4 a5 a6 ] ,于是有 B - 1 b= b≥0 .这样 ,得到初

始单纯形表 (表 1.4 )如下 :

迭代 1

  表  1.4

x1 �x2 �x3 �x4 Tx5 �x6 <b

x4 �1 �1 w2 �1 60 �0 �9 �

x5 �1 �1 w- 1 �0 61 �0 �2 �

x6 �- 1 �1 w1 �0 60 �1 �4 �

f - 1 �- 1 |4 �0 60 �0 �0 �

对应的基本可行解为 x = ( 0 , 0 , 0 , 9 , 2 , 4 )
T

,目标函数值为 f = 0 .
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因检验数 z3 - c3 = 4 > 0 ,故不是最优解 .因为检验数中只有 z3 -

c3 是正的 ,故主列是 a3 , 相应的 x3 为进基变量 .在主列中 a13和

a33是正的 ,并且有 b1/ a13 = 9/ 2 > b3/ a33 = 4 ,故主元为 a33 .相应

地 , x6 为离基变量 .以 a33为主元 ,通过消元法运算得表 1.5:

迭代 2
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  表  1.5

x1 !x2 �x3 �x4 Tx5 �x6 eb

x4 �3 �- 1 |0 �1 60 �- 2 L1 �

x5 �0 �2 w0 �0 61 �1 G6 �

x3 �- 1 �1 w1 �0 60 �1 G4 �

f 3 �- 5 |0 �0 60 �- 4 L- 16 � 

它所对应的基本可行解是 x = ( 0 , 0 , 4 , 1 , 6 , 0 )T ,目标函数值 f =

- 16 ,比迭代 1 的解有改进 .但是 , z1 - c1 = 3 > 0 ,故仍然不是最优

解 .以 a11为主元 ,通过消元法运算得表 1.6:

迭代 3

    表  1.6

x1 �x2 lx3 �x4 Tx5 �x6 <b

x1 �1 �-
1 |
3

0 �
1 6
3

0 �-
2 L
3

1 �
3

x5 �0 �2 N0 �0 61 �1 �6 �

x3 �0 �
2 N
3

1 �
1 6
3

0 �
1 �
3

13 �
3

f 0 �- 4 |0 �- 1 d0 �- 2 L- 17 �

它所对应的基本可行解是 x =
1
3

,0 ,
13
3

, 0 , 6 , 0
T

, 目标函数值

f = - 17 .由于这时所有的检验数 z j - cj≤0 ,故为最优解 .

1.2.4  两阶段法

用单纯形法解线性规划问题时 ,需要先有一个初始基本可行

解 .如果一个线性规划问题像例 1.2.4 那样 ,在约束矩阵 A 中含

有一个单位矩阵 ,且 b≥0 .似乎取 B = I ,即得一个基本可行解 .实
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际上并非如此简单 ,因此还需要一些寻找初始基本可行解的方法 .

下面介绍两阶段法 ( two-phase method) .

第一阶段引入人工变量 ,求初始基本可行解 ;第二阶段从初始

基本可行解开始 ,用单纯形法求解原问题 .详述如下 :

考虑 ( 1.3 ) , 设 A 中不含单位矩阵 .引入人工变量 xa =

( xn + 1 , xn + 2 ,⋯ , xn + m )
T

,构造辅助问题 :

min   g = exa ;

s .t . Ax + xa = b ,

x≥ 0, xa ≥ 0 .

(1 .21)

其中 , e = (1 ,1 ,⋯ , 1)是分量全等于 1 的 m 维行向量 .

由于在 (1.21)中人工变量对应的 m 列构成单位矩阵 ,且 b≥

0 .所以 ,辅助问题有初始基本可行解
x

xa
=

0

b
,相应的目标函数

值 g =∑
m

i = 1
bi .于是可由此基本可行解开始进行单纯形法迭代 .注意

到 g≥0 ,故辅助问题必有最优解 ,设其最优解为
x

xa

,并且只可能

出现如下 3 种情形 :

(1 ) min g > 0 .这说明不存在 x使
x

0
满足 ( 1.21 ) .即 ,原问

题无可行解 .

(2) min g = 0 ,即 xa = 0 且 xa 的分量都是非基变量 .这时基

变量全是原问题的变量 ,又知
x

0
是 ( 1.21 )的基本可行解 ,所以 , x

= x是原问题的一个基本可行解 .故可以由此开始求解原问题 .

(3 ) min g = 0 ,且 xa 的某些分量为基变量 .这时 ,可用消元法

将含在基变量中的人工变量换出来 .设辅助问题的最优单纯形表

如下 :
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表  1.7

x1 �⋯ xs ⋯ xn xn + 1 �⋯ xn + m b
xB

1 7

⋯

xB
r

⋯

xB
m

a11 �⋯ a1 rs ⋯ a1 �n a1 -, n + 1 ⋯ a1 �, n + m b1 �

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

ar1 �⋯ ars ⋯ ar n ar , n + 1 �⋯ ar , n + m br

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

am1 �⋯ ams ⋯ amn am , n + 1 �⋯ am , n + m bm

f y1 �ys yn yn + 1 �yn + m 0 �

其中 , y1 ,⋯ , ys , ⋯ , yn , yn + 1 ,⋯ , yn + m为检验数 , 基变量是 x B
1
,

⋯ , xB
r
,⋯ , xB

m
.假设其中 xB

r
是一个人工变量 .

若第 r 行的前 n 个元素不全为零 ,设 ars≠0( 1≤ s≤ n) ,则以

ars为主元进行消元法运算 .由于 x B
r
是人工变量 ,故 br = 0 .因此 ,

经过一次消元法运算以后 ,目标函数最优值不变化 .但是 ,将 xs 变

成了基变量而换出了人工变量 x B
r

.若在基变量中还有人工变量 ,

都按此方法换出来 ,最终可以求得原问题的一个基本可行解 ,便可

由此开始对原问题进行单纯形迭代 .

如果第 r 行的前 n 个元素全为零 ,于是矩阵

A =

a11 ⋯ a1 n

⋯ ⋯

am 1 ⋯ am n

的秩 rank( A ) < m ,从而矩阵 A的秩也小于 m .这说明第 r 个约

束是多余的 ,把它删去 .

例 1.2.5  用两阶段法求解下列线性规划

min f = - 2 x1 - x2 ;         
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s .t . x1 + x2 - x3 = 3 ,

- x1 + x2 - x4 = 2 ,

x2 + x5 = 3 ,

    x1 , x2 , x3 , x4 , x5 ≥ 0 .

  解  由于没有明显的基本可行解 ,故引入人工变量 x6 , x7 ,写

出辅助问题

min g = x6 + x7 ;              

s .t . x1 + x2 - x3 + x6 = 3 ,

- x1 + x2 - x4 + x7 = 2 ,

x2 + x5 = 3 ,

    x j ≥ 0  ( j = 1 , 2 ,⋯ ,7 ) .

用单纯形法解此辅助问题 ,迭代过程单纯形表 1.8 如下 :

表  1.8

x1 �x2 �x3 Ux4 �x5 �x6 ix7 �b

x6 L1 �1 �- 1 R0 �0 �1 f0 �3 �

x7 L- 1 �1 �0 R- 1 �0 �0 f1 �2 �

x5 L0 �1 �0 R0 �1 �0 f0 �3 �

g 0 �2 �- 1 R- 1 �0 �0 f0 �5 �

表  1.9

x1 �x2 �x3 Ux4 �x5 �x6 ix7 �珔b
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x6 L

x2 L

x5 L

g

2 �0 �- 1 R1 �0 �1 f- 1 �1 �

- 1 �1 �0 R- 1 �0 �0 f1 �2 �

1 �0 �0 R1 �1 �0 f- 1 �1 �

2 �0 �- 1 R1 �0 �0 f- 2 �1 �

表  1.10

x1 �x2 �x3 Ux4 �x5 �x6 ix7 �b

x1 L1 �0 �-
1 3
2

1 �
2

0 �
1 G
2

-
1 �
2

1 �
2

x2 L0 �1 �-
1 3
2

-
1 �
2

0 �
1 G
2

1 �
2

5 �
2

x5 L0 �0 �
1 3
2

1 �
2

1 �-
1 G
2

-
1 �
2

1 �
2

g 0 �0 �0 R0 �0 �- 1 f- 1 �0 �

  最后的表 1.10 对应的基变量是 x1 , x2 , x5 .基本可行解是

1
2

,
5
2

, 0 , 0 ,
1
2

,0 ,0
T

,辅助问题的目标函数最优值 g = 0 , 故第

一阶段结束 .删去 x6 , x7 对应的两列 , 按照原问题目标函数的系

数修改检验行 ,并从基本可行解 x =
1
2

,
5
2

,0 ,0 ,
1
2

, 0 , 0
T

开始

第二阶段迭代 .第二阶段是极小化原问题的目标函数 f = - 2 x1 -

x2 .迭代过程如表 1.11:
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  表  1.11

x1 �x2 lx3 �x4 �x5 �b

x1 �1 �0 N-
1 �
2

1 �
2

0 �
1 c
2

x2 �0 �1 N-
1 �
2

-
1 �
2

0 �
5 c
2

x5 �0 �0 N
1 �
2

1 �
2

1 �
1 c
2

f 0 �0 N
3 �
2

-
1 �
2

0 �-
7 �
2
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  表  1.12

x1 �x2 lx3 �x4 �x5 �b

x1 �1 �0 N0 �1 �1 �1 c

x2 �0 �1 N0 �0 �1 �3 c

x3 �0 �0 N1 �1 �2 �1 c

f 0 �0 N0 �- 2 �- 3 �- 5 �

  在表 1.12 中 ,所有的检验数 z j - cj≤0 ,故已得到原问题的最

优解为

x = (1 , 3 , 1 , 0 , 0 )T .

目标函数最优值为  f = - 5 .

1.2.5  大 M 法

在没有明显的基本可行解时 , 还可以采用大 M 法 ( big-M

method)求解线性规划问题 .

考虑 (1.3 ) ,像两阶段法一样 ,在约束中引入人工变量 xa , 并

且在目标函数中加上惩罚项 Mexa ,得如下问题 :

min   cx + Mexa ;

s .t .   Ax + xa = b, (1 .22)

x≥ 0, xa ≥ 0 .

其中 , M 是足够大的正数 .由于惩罚项 Mexa 的存在 ,在极小化目

标函数值的迭代过程中 ,将迫使人工变量 xa = 0 .这就是说 , x 是

(1.3 )的最优解与
x

0
是 ( 1.22 )的最优解是等价的 .由于 ( 1.22 )有

初始基本可行解
0

b
,因此可用单纯形法求解 .

例 1.2.6  用大 M 法求解下列线性规划

min   f = - 2 x1 - x2 ;
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s .t . x1 + x2 ≥ 3 ,

- x1 + x2 ≥ 2 ,

x2 ≤ 3 ,

    x1 ≥ 0 ,  x2 ≥ 0 .

  解  引入松弛变量 x3 , x4 和 x5 ,再引入人工变量 x6 , x7 ,于

是问题变换为

min  - 2 x1 - x2 + M ( x6 + x7 ) ;         

s .t . x1 + x2 - x3 + x6 = 3 ,

- x1 + x2 - x4 + x7 = 2 ,

x2 + x5 = 3 ,

    x j ≥ 0  j = (1 ,2 ,⋯ , 7) .

用单纯形法解此问题 ,迭代过程如表 1.13:

表  1.13

x1 �x2 �x3 ]x4 �x5 �x6 qx7 �b

x6 L1 s1 �- 1 Z0 �0 �1 n0 �3 �

x7 L- 1 s1 �0 Z- 1 �0 �0 n1 �2 �

x5 L0 s1 �0 Z0 �1 �0 n0 �3 �

f 2 s2 �M + 1 - M - M 0 �0 n0 �5 iM

注意到 M是足够大的正数 ,故取 x2 为进基变量 ,人工变量 x7 离

基 ,继续迭代 .

表  1.14

x1 �x2 �x3 �x4 �x5 �x6 �x7 �b

x6 K2 �0 �- 1 �1 �0 �1 �- 1 �1 �

x2 K- 1 �1 �0 �- 1 �0 �0 �1 �2 �

x5 K1 �0 �0 �1 �1 �0 �- 1 �1 �

f 2 �M + 3 0 �- M M + 1 �0 �0 �- 2 �M - 1 M - 2 �
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表  1.15

x1 0x2 Jx3 �x4 .x5 �x6 �x7 �b

x1 K1 -0 ,-
1 �
2

1 �
2

0 �
1 �
2

-
1 }
2

1 �
2

x2 K0 -1 ,-
1 �
2

-
1 �
2

0 �
1 �
2

1 }
2

5 �
2

x5 K0 -0 ,
1 �
2

1 �
2

1 �-
1 �
2

-
1 }
2

1 �
2

f 0 -0 ,
3 �
2

-
1 �
2

0 �- M -
3 +
2

- M +
1 �
2

-
7 �
2

  表  1.16

x1 0x2 Jx3 �x4 x5 [x6 �x7 �b

x1 K1 -0 ,0 �1 �1 X0 �- 1 �1 �

x2 K0 -1 ,0 �0 �1 X0 �0 �3 �

x3 K0 -0 ,1 �1 �2 X- 1 �- 1 �1 �

f 0 -0 ,0 �- 2 �- 3 X - M - M + 2 �- 5 �

由于 M是足够大的正数 ,故所有的检验数 z j - cj≤0 .这样就得到

了原问题的最优解 x= ( 1 , 3 , 1 , 0 , 0 )
T

,目标函数最优值 f = - 5 ,

与用两阶段法解此问题的结果相同 .

1.2.6  退化与防止循环

如果在基本可行解中 ,有一个或几个基变量为零 ,则称为退化

的基本可行解 .

在基本可行解退化时 ,有可能发生 (虽然可能性极小 )用单纯

形法要进行无限多次迭代 ,也不能得到最优解的情形 .
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例 1.2.7  用单纯形法解下列问题

min   -
3
4

x4 + 20 x5 -
1
2

x6 + 6 x7 ;

s .t . x1 +
1
4

x4 - 8 x5 - x6 + 9 x7 = 0 ,

x2 +
1
2

x4 - 12 x5 -
1
2

x6 + 3 x7 = 0 ,

x3 + x6 = 1 ,

    x j ≥ 0  j = ( 1 , 2 ,⋯ , 7 ) .

  解  用单纯形法解这个问题 ,迭代过程如下 :

  表  1.17

x1 �x2 �x3 �x4 hx5 �x6 Px7 �b

x1 '1 �0 }0 �
1 -
4

- 8 �- 1 M9 �0 �

x2 '0 �1 }0 �
1 F
2

- 12 �-
1 .
2

3 �0 �

x7 '0 �0 }1 �0 e0 �1 M0 �1 �

f 0 �0 }0 �
3 F
4

- 20 �
1 .
2

- 6 �0 �

表  1.18

x1 �x2 �x3 #x4 �x5 �x6 �x7 �b

x4 '4 80 �0  1 �- 32 �- 4 |36 �0 �

x2 '- 2 81 �0  0 �4 �
3 ]
2

- 15 �0 �

x3 '0 80 �1  0 �0 �1 |0 �1 �

f - 3 80 �0  0 �4 �
7 ]
2

- 33 �0 �
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  表  1.19

x1 �x2 �x3 #x4 �x5 �x6 �x7 �b

x4 '- 12 88 �0  1 �0 �8 c- 84 �0 �

x5 '-
1 �
2

1 �
4

0  0 �1 �
3 ]
8

-
15 �
4

0 �

x3 '0 80 �1  0 �0 �1 |0 �1 �

f - 1 8- 1 �0  0 �0 �2 |- 18 �0 �

表  1.20

x1 �x2 �x3 #x4 �x5 �x6 �x7 �b

x6 '-
3 �
2

1 �0  
1 u
8

0 �1 |-
21 �
2

0 �

x5 '
1 �
16

-
1 �
8

0  -
3 u
64

1 �0 |
3 �
16

0 �

x3 '
3 �
2

- 1 �1  -
1 u
8

0 �0 |
21 �
2

1 �

f 2 8- 3 �0  -
1 u
4

0 �0 |3 �0 �

表  1.21

x1 �x2 �x3 #x4 �x5 �x6 �x7 �b

x6 '2 �- 6 �0  -
5 u
2

56 �1 |0 �0 �

x7 '
1 �
3

-
2 �
3

0  -
1 u
4

16
3

0 |1 �0 �

x3 '- 2 86 �1  
5 u
2

- 56 �0 |0 �1 �

f 1 8- 1 �0  
1 u
2

- 16 �0 |0 �0 �
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表  1.22

x1 �x2 �x3 #x4 �x5 �x6 �x7 �b

x1 '1 8- 3 �0  -
5 u
4

28 �
1 ]
2

0 �0 �

x7 '0 8
1 t
3

0  
1 u
6

- 4 �-
1 ]
6

1 �0 �

x3 '0 80 �1  0 �0 �1 |0 �1 �

f 0 82 �0  
7 u
4

- 44 �-
1 ]
2

0 �0 �

表  1.23

x1 �x2 �x3 #x4 �x5 �x6 �x7 �b

x1 '1 80 �0  
1 u
4

- 8 �- 1 |9 �0 �

x2 '0 81 �0  
1 u
2

- 12 �-
1 ]
2

3 �0 �

x3 '0 80 �1  0 �0 �1 |0 �1 �

f 0 80 �0  
3 u
4

- 20 �
1 ]
2

- 6 �0 �

  经过 6 次迭代以后 ,得到的表 1.23 与初始单纯形表 1.17 相

同 .因此 ,如果按照原来的规则再迭代下去 ,必将得到上面这些表

的重复 ,从而永远得不到最优解 (实际上 ,该问题的最优解是存在

的 ) .这时 ,就出现循环 ( cycling) .

现介绍一种避免循环的方法 ,称为字典序规则 ( lexicographic

rule) .

定义 1.2.8  若向量 x≠0 ,且它的第一个非零分量是正的 ,

则称 x是按字典序正的 ( lexicographically positive ) .记成 x > 0;若

x = 0 或是按字典序正的 ,则称 x是按字典序非负的 .记成 xs 0 .
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定义 1.2.9  若对向量 x和 y,有 x - y > 0 ,则称 x按字典序

大于 y .记成 x > y;若有 x - ys 0 ,则称 xs y .

定义 1.2.10  若在一组 x( i)
中 ,有 x( t )

对所有的 i 均有 x( i )

s x( t )
, 则称 x( t )

为这组向量中按字典序最小的 .记成 x( t)
=

lex min
i

x( i)
.

例 1.2.11  x= (0 , 0 , 3 , - 1 , 2 ) , y = (0 ,2 ,4 ,0 ,3 )都是按字典

序正的 .并且 , y按字典序大于 x .

字典序规则的特点如下 :

考虑 (1.3 ) ,给定初始基本可行解 ,建立单纯形表

    表  1.24

xB xN 右端

xB I B - 1 �N b

f 0 dcB B - 1 �N - cN f0 �

令 Pi 表示 ( b B - 1
)的第 i个行向量 .

字典序规则是在确定了进基变量 x k 以后 ,令

p r

ark
= lex min

i

pi

ai k
ai k > 0 .

确定了 r 以后 ,选 x B
r
为离基变量 .然后 ,以 a rk为主元进行消元法

运算 .

定理 1.2.12  按照字典序规则进行迭代 ,单纯形法不会出现

循环 .

例 1.2.13  按字典序规则迭代 ,求解例 1.2.7 .

解  建立初始单纯形表 1.25:
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  表  1.25

x1 �x2 �x3 #x4 �x5 �x6 �x7 �b

x1 '1 80 �0  
1 u
4

- 8 �- 1 |9 �0 �

x2 '0 81 �0  
1 \
2

- 12 �-
1 ]
2

3 �0 �

x3 '0 80 �1  0 �0 �1 |0 �1 �

f 0 80 �0  
3 u
4

- 20 �
1 ]
2

- 6 �0 �

这里 , P1 = (0 , 1 , 0 , 0) , P2 = ( 0 , 0 , 1 , 0 ) , P3 = ( 1 , 0 , 0 , 1 ) . x4 为进

基变量 , a14 =
1
4

> 0 , a24 =
1
2

> 0 .于是

P1

a14
= ( 0 , 4 , 0 , 0) ,

P2

a24
= (0 , 0 , 2 , 0 ) ,

故
p2

a24
= lex min

i

Pi

ai4
ai4 > 0 .所以 , x B

2
= x2 为离基变量 (注意 ,在

例 1.2.7 的第一次迭代时是 x1 离基 ) .以 a24为主元进行消元法

得表 1.26:

表  1.26

x1 �x2 �x3 #x4 �x5 �x6 �x7 �b

x1 '1 8-
1 �
2

0  0 �- 2 �-
3 ]
4

15 �
2

0 �

x4 '0 82 �0  1 �- 24 �- 1 |6 �0 �

x3 '0 80 �1  0 �0 �1 c0 �1 �

f 0 8-
3 �
2

0  0 �- 2 �
5 ]
4

-
21 �
2

0 �

现在 , x6 进基 , x3 离基 ,以 a36为主元进行消元法得表 1.27
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  表  1.27

x1 �x2 �x3 #x4 �x5 �x6 �x7 �b

x1 '1 8-
1 �
2

3 �
4

0 �- 2 �0 |
15 �
2

3 �
4

x4 '0 82 �1  1 �- 24 �0 |6 �1 �

x6 '0 80 �1  0 �0 �1 |0 �1 �

f 0 8-
3 �
2

-
5 �
4

0 �- 2 �0 |-
21 �
2

-
5 �
4

由于所有的检验数 z j - cj≤0 ,故表 1.27 已经给出最优解 ,计

算停止 .最优解为 x =
3
4

,0 ,0 ,1 ,0 ,1 ,0
T

,目标函数最优值 f0 =

-
5
4

.

1.3  修正单纯形法

1.3.1  修正单纯形法原理

  一般 ,实际中的线性规划问题规模较大 ,即变量的个数和约束

的个数较多 .因此 ,使用计算机求解时必须节省存储单元和减少计

算时间 .修正单纯形法 ( revised simplex method)就是解决这些问题

的一种实用、有效的方法 .

修正单纯形法只要存储下列所谓修正单纯形表中的数据和原

始数据 .

表 1.28  修正单纯形表

w= cB B - 1 4
f = cB B- 1 �b

B - 1 �b = B- 1 �b
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  每次迭代时 ,仍然是根据 ( 1.10 ) , ( 1.16 ) zk - ck = max
j∈ N

B

{ waj -

cj | NB 为非基变量的下标集 }确定 x k 为进基变量 ,而用最小比确

定离基变量 x B
r

.按下法修改旧基逆 B - 1
为新基逆 B̂ - 1

:

在对应于基 B的修正单纯形表的右端添加新的一列

zk - ck

a1 �k

⋯

ark

⋯

am k

以 ar k为主元进行消元法运算 , 就得到对应于基 B̂的修正单纯形

表 .

1.3.2  修正单纯形法的计算步骤

(1 ) 找初始可行基 B ,计算 B - 1
,再计算 w= cBB

- 1
, b = B - 1

b, f = cBb,构造初始修正单纯形表

 w f

xB B - 1 _b

  (2 ) 求 zk - ck = max
j∈ N

B

{ waj - cj | NB 为非基变量的下标集 } .若

zk - ck≤0 ,停止 .已求得最优解 x =
xB

xN

=
b

0
及目标函数最优

值 f ;否则 ,执行 (3 ) .

(3 ) 计算 ak = B - 1 ak .若 ak≤0 , 停止 .问题无解 ;否则 ,执行

(4 ) .
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(4 ) 在 表 的 右 侧 添 加 新 的 一 列
zk - ck

ak

, 求
br

ark
=

min
bi

aik
aik > 0 .

(5 ) 以 ar k为主元 ,进行消元法运算 ,然后返回 ( 2) .

例 1.3.1  用修正单纯形法解下列问题

min   f =  - 2 x2 + x3 ;    

s .t . x1 - 2 x2 + x3 ≥ - 4 ,

x1 + x2 + x3 ≤ 9 ,

2 x1 - x2 - x3 ≤ 5 ,

    x1 ≥ 0 , x2 ≥ 0 , x3 ≥ 0 .

  解  先将第 1 个约束不等式两端同乘以 ( - 1 ) ,再引入松弛变

量 x4 , x5 和 x6 ,将问题化成标准形式

min - 2 x2 + x3 ;

s .t . - x1 +2 x2 - x3 + x4 = 4 ,

x1 + x2 + x3 + x5 = 9 ,

2 x1 - x2 - x3 + x6 = 5 ,

    x j ≥ 0  ( j = 1 , 2 ,⋯ ,6 ) .

约束方程的系数矩阵为

A = [ a1  a2  a3  a4  a5  a6 ]

=

- 1 2 - 1 1 0 0

1 1 1 0 1 0

2 - 1 - 1 0 0 1

.

约束方程的右端向量为

b = ( 4 , 9 , 5)
T

.

它有一个初始基 B= [ a4  a5  a6 ] = I3 .按定义计算 w= cBB - 1

= (0 ,0 ,0 ) , b = B - 1 b = ( 4 , 9 , 5 ) T , f = cBb = 0 ,从而可得初始修正
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单纯形表 1.29
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      表  1.29

0 �0 �0 M0 �

x4 �1 �0 �0 M4 �

x5 �0 �1 �0 M9 �

x6 �0 �0 �1 M5 �

  迭代 1

( z1 - c1 , z2 - c2 , z3 - c3 )

= w[ a1  a2  a3 ] - ( c1 , c2 , c3 )

= ( 0 , 0 , 0)

- 1 2 - 1

1 1 1

2 - 1 - 1

- ( 0 , - 2 ,1 )

= ( 0 , 2 , - 1)

  因 z2 - c2 = max{ zj - cj } ,故 x2 为进基变量 .计算主列

a2 = B - 1 a2 =

2

1

- 1

由于 a2 含有正分量 ,将
z2 - c2

a2

放在表 1.29 的右面 ,构造下表

 表  1.30

0 �0 d0 50 �

x4 =1 �0 d0 54 �

x5 =0 �1 d0 59 �

x6 =0 �0 d1 55 �

2 �

2 �

1 �

- 1 �

按最小比原则确定 x4 为离基变量 ,以 a12 = 2 为主元进行消元法
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运算得到下表 1.31

    表  1.31

- 1 70 �0 M- 4 �

x2 �
1 �
2

0 �0 M2 �

x5 �-
1 �
2

1 �0 M7 �

x6 �
1 �
2

0 �1 M7 �

  迭代 2

计算检验数得

( z1 - c1 , z3 - c3 , z4 - c4 )

= w[ a1  a3  a4 ] - ( c1 , c3 , c4 )

= ( 1 , 0 , - 1) .

  因 z1 - c1 = max{ zj - cj } ,故 x1 为进基变量 .计算主列

a1 = B - 1 a1 =

1
2

0 0

-
1
2

1 0

1
2

0 1

- 1

 

1

 

2

=

-
1
2

3
2

3
2

.

将
z1 - c1

a1

放在表 1.31 的右面 ,得表 1.32
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   表  1.32

- 1 �0 d0 5- 4 5

x2 =
1 �
2

0 d0 52 �

x5 =-
1 �
2

1 d0 57 �

x6 =
1 �
2

0 d1 57 �

1 �

-
1 �
2

3 �
2

3 �
2

确定 x5 为离基变量 ,以 a21 = 3/ 2 为主元进行消元法运算得到表

1.33 .

    表  1.33

-
2 �
3

-
2 F
3

0 {-
26 s
3

x2 �
1 �
3

1 F
3

0 {
13 s
3

x1 �-
1 �
3

2 F
3

0 {
14 s
3

x6 �1 �- 1 e1 {0 {

  计算检验数得

( z3 - c3 , z4 - c4 , z5 - c5 ) = - 1 , -
2
3

, -
2
3

.

  由于所有的检验数 zj - cj≤0 ,故已经达到最优解 .最优解为

x = ( x1 , x2 , x3 ) T =
14
3

,
13
3

, 0
T

.

目标函数最优值  f min = -
26
3

.
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1.4  有界变量单纯形法

1.4.1  基本概念

  在许多实际问题中 ,线性规划的变量是有上、下界限制 ,一般

形式为

min   cx;

s .t .  Ax = b,

L≤ x≤ U,

(1 .23)

  定义 1.4.1  将上式中的 A分解为 ( B N1 N2 ) ,其中 , B是 m

阶满秩方阵 .相应地

x =

xB

xN
1

xN
2

,  L =

LB

LN
1

LN
2

,  U =

UB

UN
1

UN
2

.

若 x是 Ax= b的解 ,且令 xN
1

= LN
1
, xN

2
= UN

2
,于是 xB = B - 1 b

- B - 1 N1 LN
1

- B - 1 N2 UN
2

.若 xB 满足 LB≤ xB≤ UB ,则称

x =

xB

xN
1

xN
2

=

B - 1 b - B - 1 N1 LN
1

- B - 1 N2 UN
2

LN
1

UN
2

为 (1.23)的一个基本可行解 .称 B为基 ,称 xB 为基变量 , xN
1
为下

非基变量 ( lower nonbasic variables) ,指标集为 L ; xN
2
为上非基变

量 ( upper nonbasic variables) ,指标集为 U .

定义 1.4.2  在 1.23 中 ,若 LB < xB < UB ,则称 x为非退化

的基本可行解 ;否则 ,称 x为退化的基本可行解 .

定理 1.4.3  若 ( 1.23 )有有限的最优值 ,则一定在基本可行

解处达到 .
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1.4.2  有界变量单纯形法原理

本节介绍一种不需扩大系数矩阵而求解 (1.23)的单纯形法 .

有界变量单纯形法的基本思想仍然是给定初始基本可行解

后 ,从一个基本可行解出发 ,求改进的基本可行解 ,直至求出最优

解或判定问题无界 .

对于 (1.23) ,将 A分解为 ( B N1 N2 ) ,其中 , B为基矩阵 , N1 ,

N2 为非基矩阵 , N1 对应下非基变量 , N2 对应上非基变量 .于是

有

xB = B - 1 b - B - 1 N1 xN
1

- B - 1 N2 xN
2

= B - 1 b - ∑
j∈ L

aj x j - ∑
j∈ U

aj x j . (1 .24)

f0 = CBxB + CN
1
xN

1
+ CN

2
xN

2

= CBB - 1 b - ( CBB - 1 N1 - CN
1
) xN

1
- ( CBB - 1 N2 - CN

2
) xN

2

= CBB
- 1 b -∑

j∈ L

( z j - cj ) x j - ∑
j∈ U

( zj - cj ) x j . (1 .25)

这里 , z j - cj 仍然称为检验数 .由此得单纯形表如下 :

  表 1.34  有界变量单纯形表

xB xN
1 �

xN
2 �

xB I B - 1 �N1 B- 1 �N2 b

f 0 7CB B - 1 �N1 - CN
1

CB B- 1 hN2 - CN
2

f0 N

表中 , b = B - 1 b - B - 1 N1 xN
1

- B - 1 N2 xN
2

.

在表 1.34 对应的基本可行解中 ,下非基变量的取值都达到了

下界 ,不能再减少 ;上非基变量的取值都达到了上界 ,不能再增加 .

因此 ,由 ( 1.25 )可知 ,若有 CBB
- 1 N1 - CN

1
≤0 和 CBB

- 1 N2 - CN
2

≥0 ,则目标函数值不能再减少 .于是可得 ( 1.23)的最优解判别准

则如下 :
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定理 1.4.4  设 x是 ( 1.23)的一个基本可行解 , 对应的单纯

形表为表 1.34 .若有 CBB - 1 N1 - CN
1
≤0 和 CBB - 1 N2 - CN

2
≥0 ,

则 x是 1.23 的最优解 .

如果上述最优解判别准则不满足 ,需要求改进的基本可行解 .

这时 ,确定进基变量和离基变量的基本原则如下 :

( 1) 设存在 j∈ L , zj - cj > 0 .于是可给 x j 增加值δ,使目标函

数值减少 .令 x j = l j +δ,其余非基变量取值不变化 ,则有

xB = b - δaj ,  f = f0 - δ( z j - cj ) .

  (2 ) 设存在 j∈ U , z j - cj < 0 .这时可使 x j 减少一个量δ .令

x j = uj - δ .则有

xB = b +δaj , f = f0 +δ( z j - cj ) .

  综合 (1 ) , (2 ) ,令

λ = max max
j∈ L

( z j - cj ) , max
j∈ U

- ( z j - cj ) , (1 .26)

如果λ> 0 ,设该最大值在指标 k上达到 ,则 xk 可能为进基变量 .

确定离基变量仍按最小比原则 .由于δ≤ uk - lk , LB≤ xB = b

- δak≤ UB ,故

若 k∈ L ,则

δ≤δ1 = min
bi - lB

i

ai k

aik > 0 =
br - lB

r

a rk
. (1 .27)

δ≤δ2 = min
UB

i
- bi

( - aik )
ai k < 0 =

UB
r

- br

( - a rk )
. (1 .28)

  若 k∈ U ,则

δ≤δ1 = min
bi - lB

i

( - ai k )
aik < 0 =

br - lB
r

( - ar k )
. (1 .29)

δ≤δ2 = min
U B

i
- bi

ai k

ai k > 0 =
UB

r
- br

ar k
. (1 .30)
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取δ= min{ uk - lk ,δ1 ,δ2 } ,当δ≠ +∞时 ,若 δ=δ1 或δ2 ,则 x B
r

为离基变量 ;否则 , x k 仍为非基变量 ,只是取值有变化 .

1.4.3  有界变量单纯形法的计算步骤

(1 ) 给定初始基本可行解 , 构造单纯形表 1.34 ,得指标集 L

和 U .

(2 ) 按照 ( 1.26 )求λ .若λ≤0 , 停止计算 ,现行基本可行解为

最优解 ;否则 ,设该最大值在指标 k上达到 .若 k∈ L ,转 ( 3 ) ;若 k

∈ U ,转 (4 ) .

(3 ) 按照 ( 1.27 )和 ( 1.28 )计算δ1 和δ2 , 并求δ= min { uk -

lk ,δ1 ,δ2 } .若δ= +∞ ,停止计算 ,目标函数值无界 ;否则 ,若δ≠

uk - lk , x k 进基 , xB
r
离基 .以 ark为主元 ,对左端进行消元法运算 .

并且 ,按下面公式修改右端 :

x k = lk + δ . (1 .31)

xB = b - δak . (1 .32)

f = f0 - δ( zk - ck ) , (1 .33)

转 (5 ) ;若δ= uk - lk ,令 x k = uk ,修改右端 ,单纯形表上其余数据

不变化 ,转 ( 5) .

(4 ) 按照 ( 1.29 )和 ( 1.30 )计算δ1 和δ2 , 并求δ= min { uk -

lk ,δ1 ,δ2 } .若δ= +∞ ,停止计算 ,目标函数值无界 ;否则 ,若δ≠

uk - lk , x k 进基 , xB
r
离基 .以 ark为主元 ,对左端进行消元法运算 .

按下面公式修改右端 :

x k = uk - δ . (1 .34)

xB = b +δak . (1 .35)

f = f0 + δ( zk - ck ) , (1 .36)

转 (6 ) ;若δ= uk - lk ,令 x k = lk ,修改右端 ,单纯形表上其余数据

不变化 ,转 ( 6) .
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(5 ) 修改指标集 , L \ { k}→ L, U∪ { k}→ U ,返回 (2 ) .

(6 ) 修改指标集 , L∪{ k}→ L, U \ { k}→ U ,返回 (2 ) .

例 1.4.5  求解下列有界变量问题

min - 2 x1 - 4 x2 - x3 ;

s .t . 2 x1 + x2 + x3 + x4 = 10 ,

x1 + x2 - x3 + x5 = 4 ,

     0 ≤ x1 ≤ 4 ,

     0 ≤ x2 ≤ 6 ,

     1 ≤ x3 ≤ 4 ,

        x4 ≥ 0 , x5 ≥ 0 .

  解  初始基变量为 x4 和 x5 ,下非基变量为 x1 , x2 和 x3 .初

始基本可行解为

x =

xB

xN
1

=

9

5

0

0

1

,

相应的目标函数值 f0 = - 1 .下标集 L = {1 , 2 , 3 } .构造初始单纯

形表 (注意 ,用在变量上方标记“ l”或“ u”表示其为下非基变量或

上非基变量 ) .

    表 1.35  迭代 1

l l l
x1 �x2 lx3 �x4 �x5 �b

x4 �2 �1 N1 �1 �0 �9 {

x5 �1 �1 N- 1 �0 �1 �5 {

f 2 �4 N1 �0 �0 �- 1 {
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  由于max
j∈ L

{ zj - cj } = 4 = z2 - c2 ,故 k = 2 ,即可以让 x2 的值增

加 .

按照 (1.27)计算δ1 :

δ1 = min
9 - 0

1
,
5 - 0

1
= 5 =

b2 - lB
2

a22
,

相应地 , xB
2

= x5 ,即 r = 2 .又知δ2 = +∞ , u2 - l2 = 6 .故有

δ= min{ u2 - l2 ,δ1 ,δ2 } = min{6 , 5 , + ∞} = 5 .

因为δ≠ u2 - l2 ,所以 , x2 进基 , x5 离基 .按 ( 1.31 ) ( 1.33 )修改右

端 ,计算结果为

x2 = 0 + 5 = 5 ,

x4

x5

=
9

5
- 5

1

1
=

4

0
,

f = - 1 - 5× 4 = - 21 .

以 a22为主元 ,对左端进行消元法运算得表 1.36.

  表 1.36  迭代 2

l l l
x1 �x2 lx3 �x4 �x5 �b

x4 �1 �0 N2 �1 �- 1 �4 c

x2 �1 �1 N- 1 �0 �1 �5 c

f - 2 �0 N5 �0 �- 4 �- 21 �

所有的非基变量均为下非基变量 .这时 , L = {1 , 3 , 5} , U =� .

由于max
j∈ L

{ zj - cj } = 5 = z3 - c3 ,因此 , k = 3 ,故可让 x3 的值增

加 .

按照 (1.27)和 (1.28)计算δ1 和δ2 :

δ1 =
4 - 0

2
= 2 ,对应于 xB

r
= xB

1
= x4 , r = 1 .
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δ2 =
6 - 5

1
= 1 ,对应于 xB

r
= xB

2
= x2 , r = 2 .

又知 u3 - l3 = 3 ,故有

δ= min {3 , 2 , 1 } = 1 =δ2 .所以 , x3 进基 , x2 离基 .按 (1.31 ) ( 1.33)

修改右端 ,计算结果为

x3 = 1 + 1 = 2 ,

x4

x2

=
4

5
-

2

- 1
=

2

6
,

f = - 21 - 1× 5 = - 26 .

以 a23 = - 1 为主元 ,对左端进行消元法运算得表 1.37.

  表 1.37  迭代 3

l u l
x1 �x2 lx3 �x4 �x5 �b

x4 �3 �2 N0 �1 �1 �2 c

x3 �- 1 �- 1 |1 �0 �- 1 �2 c

f 3 �5 N0 �0 �1 �- 26 �

注意 , x2 为上非基变量 .即 L = {1 ,5 } , U = {2} .

由于 max max
j∈ L

( zj - cj ) , max
j∈ U

- ( z j - cj ) = 3 = z1 - c1 , 故 k

= 1 ,因而可以让 x1 的值增加 .

按照 (1.27)和 (1.28)计算δ1 和δ2 :

δ1 =
2 - 0

3
=

2
3

,对应于 x B
r

= xB
1

= x4 , r = 1 .

δ2 =
4 - 2

1
= 2 ,对应于 xB

r
= xB

2
= x3 , r = 2 .

又 u1 - l1 = 4 ,故有

δ= min 4 ,
2
3

, 2 =
2
3

=δ1 .所以 , x1 进基 , x4 离基 .按 ( 1.31 )-

(1.33)修改右端 ,计算结果为
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x1 = 0 +
2
3

=
2
3

,

x4

x3

=
2

2
-

2
3

3

- 1
=

0

8
3

,

f = - 26 -
2
3
× 3 = - 28 .

以 a11 = 3 为主元 ,对左端进行消元法运算得表 1.38.

  表 1.38  迭代 4

u l l
x1 �x2 lx3 �x4 �x5 �b

x1 �1 �
2 N
3

0 �
1 �
3

1 �
3

2 c
3

x3 �0 �-
1 |
3

1 �
1 �
3

-
2 �
3

8 c
3

f 0 �3 N0 �- 1 �0 �- 28 �

因为对于上非基变量有 zj - cj≥0 ,而对于下非基变量有 zj - cj≤

0 ,故已得到最优解 x = ( x1 , x2 , x3 , x4 , x5 )
T

=
2
3

,6 ,
8
3

, 0 , 0
T

,

目标函数最优值 f = - 28 .

1.5  最优性条件和对偶问题

1.5.1  Kuhn-Tucker条件

  本节给出线性规划问题的 Kuhn-Tucker 条件 , 简称 K-T 条

件 .这些条件对于构造线性规划对偶问题及其解法是十分有用的 .

1  不等式约束问题的 K-T条件

设有线性规划问题

min  cx; 烌
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s .t . Ax≥ b,

x≥ 0 . 烎
(1 .37)

则 x * 是该问题的最优解的充要条件是 ,存在 n 维向量 v 和 m 维

向量w,使下列 K-T 条件成立 :

Ax* ≥ b,  x* ≥ 0 . (1 .38)

c - wA - v = 0, w≥ 0, v≥ 0 . (1 .39)

w( Ax* - b) = 0 , vx * = 0 . (1 .40)

  2  等式约束问题的 K-T条件

设有线性规划问题

min  cx;

s .t . Ax = b,

x≥ 0 .

(1 .41)

则 x * 是该问题的最优解的充要条件是 ,存在 n 维向量 v 和 m 维

向量w,满足 K-T 条件 :

Ax* = b,  x* ≥ 0 . (1 .42)

c - wA - v = 0, v≥ 0 . (1 .43)

vx * = 0 . (1 .44)

  这就是标准形式线性规划问题的 K-T 条件 .

注意 ,它与不等式约束问题 K-T 条件的主要区别是 ,这里对

w没有非负限制的要求 .

标准形式线性规划问题的 K-T 条件也可写成如下的形式 :

Ax = b,  x≥ 0 . (1 .45)

wA≤ c . (1 .46)

( wA - c) x = 0 . (1 .47)

1.5.2  对偶问题的表示

1  对称的对偶规划

给定线性规划问题

min  cx;
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s .t . Ax≥ b,

x≥ 0 .
(1 .48)

将 (1.48)的 K-T 条件中的 (1.39)改写为

wA≤ c, w≥ 0 ,

作为约束条件 ,把 w作为变量 ,构造线性规划问题

max  wb;

s .t .  wA≤ c,

w≥ 0 .

(1 .49)

称 (1.48)为原问题 ( primal problem ) ,记成 ( P ) .称 ( 1.49 )为 ( 1.48)

的对偶问题 ( dual problem) ,记成 (D) .( 1.48 )和 ( 1.49 )称为对称的

对偶规划 .

2  非对称的对偶规划

原问题为

min  cx;

s .t . Ax = b,

x≥ 0 .

(1 .50)

其对偶问题为

max  wb;

s .t . wA≤ c,

w无限制 .

(1 .51)

  3  混合型对偶规划

原问题为

min  cx;

s .t . A1 x≥ b1 ,

A2 x = b2 ,

A3 x≤ b3 ,

x≥ 0 .

(1 .52)

对偶问题为

·64·



max w1 b1 + w2 b2 + w3 b3 ;

s .t . w1 A1 + w2 A2 + w3 A3 ≤ c,

w1 ≥ 0 ,

 w3 ≤ 0 ,

 w2  无限制 .

(1 .53)

  综上所述 ,原问题与对偶问题之间的关系如表 1.39:

表  1.39

原问题 ( P )min 对偶问题 ( D) max

变 ≥0 N行 ≤

≤0 N约 ≥

量 无限制 束 =

行 ≥ 变 ≥0 �

约 ≤ ≤0 �

束 = 量 无限制

给定线性规划 ,按照表 1.39 的对应关系便可以写出相应的对偶规

划 .

例 1.5.1  写出下列线性规划的对偶规划

( P ) min 6 x1 +8 x2 ;

s .t . 3 x1 + x2 ≥ 4 ,

5 x1 +2 x2 ≥ 7 ,

      x1 ≥ 0 , x2 ≥ 0 .

  解  对偶问题为

(D) max 4 w1 +7 w2 ;

s .t . 3 w1 +5 w2 ≤ 6 ,

w1 +2 w2 ≤ 8 ,

      w 1 ≥ 0 , w2 ≥ 0 .

  例 1.5.2  写出下列线性规划的对偶问题
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min - 4 x1 - 5 x2 - 7 x3 + x4 ;

s .t . x1 + x2 + 2 x3 - x4 ≥ 1 ,

2 x1 - 6 x2 + 3 x3 + x4 ≤ - 3 ,

x1 +4 x2 + 3 x3 +2 x4 = - 5 ,

    x1 , x2 , x4 ≥ 0 .

  解  对偶问题为

max w1 - 3 w2 - 5 w3 ;

s .t . w1 +2 w2 + w3 ≤ - 4 ,

w1 - 6 w2 + 4 w3 ≤ - 5 ,

2 w1 +3 w2 + 3 w3 = - 7 ,

- w1 + w2 + 2 w3 ≤ 1 ,

w1 ≥ 0 ,

w2 ≤ 0 ,

w3 无限制 .

  定理 1.5.3  对偶问题的对偶问题就是原问题 .

1.5.3  对偶原理

本节叙述一对对偶线性规划问题之间的关系 .由于各种形式

的对偶规划都可以转化为对称的对偶规划 ,所以仅研究 ( 1.48 )和

(1.49) .

定理 1.5.4  设 x和 w分别为 (1.48 )和 ( 1.49 )的可行解 ,则

有 cx≥wb .

定理 1.5.5  ( 1.48 )和 ( 1.49 )同时有最优解的充要条件是它

们同时有可行解 .并且 ,若其中一个问题无界 ,则另一个问题无解 .

定理 1.5.6  设 x* 和 w*分别为 ( 1.48 )和 ( 1.49 )的可行解 ,

则它们分别为 (1.48 )和 ( 1.49 )的最优解的充要条件是 cx* = w*

b .
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定理1.5.7  设 (1.48)有最优解 x* ,则 (1.49)有最优解 w* ,

且 cx * = w* b .

定理 1.5.8  设 x* 和 w*分别为 ( 1.48 )和 ( 1.49 )的最优解 ,

则有

w* ( Ax * - b) = 0 , (1 .54)

( c - w* A) x* = 0 . (1 .55)

或

w
*
i ( a( i) x * - bi ) = 0 , i = 1 ,⋯ , m ,

( cj - w* aj ) x
*
j = 0 , j = 1 ,⋯ , n .

  定理 1.5.8 表明 , 若两对偶规划的最优解满足 : ( 1.54 )

(1.55) .则称 , 两对偶规划的最优解满足互补松弛条件 ( comple-

mentary slackness condition) .

定理 1.5.9  若 ( 1.48 ) 有非退化的最优基本可行解 , 则

(1.49)有唯一的最优解 .

综上所述 ,对于两对偶规划 ,得知其中一个问题的最优解时 ,

可以利用互补松弛条件求出另一个问题的最优解 .例如 ,当 (1.48)

只有两个约束时 ,它的对偶问题 ( 1.49 )只有两个变量 ,可用图解法

求得其最优解 w* 和目标函数最优值 w* b .然后 ,再利用互补松

弛条件很容易求得原问题的最优解 x * ,并且 ( P )的最优值也等于

w* b .如果 ( D)无界 ,则 ( P)无解 .

例 1.5.10  求解下列线性规划

( P ) min 2 x1 +3 x2 + 5 x3 +2 x4 + 3 x5 ;

s .t . x1 + x2 + 2 x3 + x4 + 3 x5 ≥ 4 ,

2 x1 - 2 x2 + 3 x3 + x4 + x5 ≥ 3 ,

      x j ≥ 0 , j = 1 , 2 ,⋯ ,5 .

  解  这问题的对偶问题是
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(D) max 4 w 1 + 3 w 2 ;

s .t . w 1 + 2 w 2 ≤ 2 ,

w 1 - 2 w 2 ≤ 3 ,

2 w 1 + 3 w 2 ≤ 5 ,

w 1 + w 2 ≤ 2 ,

3 w 1 + w 2 ≤ 3 ,

      w 1 ≥ 0 , w2 ≥ 0 .

  利用图解法求解 (D ) .

图  1.2

得最优解为 w* =
4
5

,
3
5

T

,目标函数最优值为 5 .

由于对 w* 来说 , ( D)的第 2 , 3 , 4 个行约束是非临界的 ,故若
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令 ( P )的最优解为 x* = ( x
*

1 , x
*
2 , x
*
3 , x
*

4 , x
*
5 )

T
,则根据互补松

弛条件便有 x
*

2 = x
*
3 = x

*
4 = 0 .又由于 w

*
1 , w

*
2 > 0 , 所以 ( P )的

行约束成立等式

x
*
1 + 3 x

*
5 = 4 ,

2 x *1 + x *5 = 3 .

解此方程组得 x
*

1 = x
*
5 = 1 .于是 , 得到 ( P )的最优解为 x * = ( 1 ,

0 , 0 , 0 , 1) T ,目标函数最优值是 5 .

1.5.4  对偶单纯形法

首先介绍两个概念 .考虑标准形式线性规划及其对偶规划 ,即

(1.50)和 (1.51) .

定义 1.5.11  设 A = ( B N ) ,其中 , B 是满秩方阵 .相应地 ,

c = ( cB , cN ) ,则 wB = cB 的解 w= cBB - 1称为对偶问题的一个基本

解 , B称为与基本解对应的基 ;如果 w还满足wN≤ cN ,则称 w为

对偶问题的基本可行解 .

定义1.5.12  设 B是 ( P )的基 ,对应的基本解为 x,若对应的

检验数全部非正 ,即 cBB - 1 A - c≤0 ,则称 x为 ( P )的一个正则解

( regular solution) .

由定义 1.5.11 与定义 1.5.12 可知 ,原问题的正则解 x与对

偶问题的基本可行解 w是一一对应的 , 它们由同一个基 B 所决

定 .

对偶单纯形法 ( dual simplex method)的基本思想是 :从对偶问

题的一个基本可行解迭代到另一个基本可行解 ,且使目标函数值

递增 .也就是说 ,从原问题的一个正则解迭代到另一个正则解 ,当

迭代到 B - 1 b≥0 ,即正则解满足原问题的可行性时 ,即原问题与

对偶问题同时求得可行解 ,也就同时求得最优解 .

对偶单纯形法首先确定离基变量 :一般 ,取最小的那个 br < 0
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对应的 x B
r
为离基变量 .然后确定进基变量 .确定进基变量的原则

是使迭代后得到的解仍然是原问题的正则解 .

设 x k 为进基变量 .因为迭代后的目标函数值为

f = f - ∑
j∈ N

B
j≠ k

( zj - cj ) -
z k - ck

a
-

rk
a
-

rj x j

-
zk - ck

a
-

rk
br +

zk - ck

a
-

r k
xB

r

所以 ,为了使迭代后的解仍为正则解 ,并且使目标函数值增大 ,确

定 x k 的指标 k必须满足下列两个条件 :

-
zk - ck

a
-

rk
≤ 0 , (1 .56)

( zj - cj ) -
zk - ck

a
-

r k
a
-

rj ≤ 0  ( j∈ NB , j ≠ k) . (1 .57)

(1 .56)要求 a
-

r k < 0 .若 a
-

rj≥ 0 , 则 ( 1.57 )一定成立 ;若 a
-

rj < 0 , 则

(1.57)要求有

z k - ck

a
-

rk
≤

zj - cj

a
-

r j
 ( j∈ NB , j≠ k) .

故进基变量 x k 可由下式确定 :

zk - ck

a
-

rk
= min

zj - cj

a
-

rj
a
-

rj < 0 .

  对偶单纯形法的迭代过程也可以在表上进行 .对偶单纯形表

和原始单纯形表形式上完全一样 .二者区别在于 ,对偶单纯形法是

保证全部检验数 zj - cj≤0 ,但不保证 b≥0 .

对偶单纯形法的计算步骤 :

(1 ) 找出一个初始对偶基本可行解 ,即初始正则解 x( 0 )
,相应

的基为 B .

(2 ) 若 b= B - 1 b≥0 , 停止计算 ,已求得原问题的最优解 ;否

·25·



则 ,计算

br = min{ bi | i = 1 ,2 ,⋯ , m } .

  (3 ) 若 a
-

r j≥0 , j = 1 ,⋯ , n ,停止计算 ,原问题无解 ;否则 ,计算

zk - ck

a
-

rk
= min

zj - cj

a
-

rj
a
-

r j < 0 (1 .58)

  (4 ) 以 a
-

r k为主元 ,进行消元法运算 .返回 ( 2) .

例 1.5.13  用对偶单纯形法解下列问题

min 4 x1 +6 x2 + 18 x3 ;

s .t . x1 + 3 x3 ≥ 3 ,

x2 + 2 x3 ≥ 5 ,

    x1 , x2 , x3 ≥ 0 .

  解  引入松弛变量 x4 , x5≥0 ,再将所得到的等式约束两端同

乘以 ( - 1 ) ,就得到了原问题的一个正则解 .对应的初始单纯形表

1.40 如下 :

  表  1.40

x1 #x2 �x3 �x4 �x5 �b

x4 �- 1  0 �- 3 �1 �0 �- 3 �

x5 �0  - 1 �- 2 �0 �1 �- 5 �

f - 4  - 6 �- 18 60 �0 �0 �

  由于 b2 = - 5 < - 3 = b1 , 故 x B
2

= x5 为离基变量 .按照

(1.58)求最小比 ,确定 x2 为进基变量 .以 a
-

22 = - 1 为主元 ,进行

消元法运算得表 1.41 .
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  表  1.41

x1 #x2 lx3 hx4 �x5 �b

x4 �- 1  0 N- 3 e1 �0 �- 3 �

x2 �0  1 N2 e0 �- 1 �5 �

f - 4  0 N- 6 e0 �- 6 �30 �

  b1 = - 3 < 0 , xB
1

= x4 为离基变量 .由最小比 ,确定 x3 为进基

变量 .以 a
-

13 = - 3 为主元 ,进行消元法运算 ,得表 1.42.

  表  1.42

x1 #x2 lx3 �x4 9x5 �b

x3 �
1 �
3

0 N1 �-
1 �
3

0 �1 c

x2 �-
2 �
3

1 N0 �
2 �
3

- 1 �3 c

f - 2  0 N0 �- 2 6- 6 �36 z

  由于表 1.42 中 b= (1 , 3 )
T

> 0 ,故已得原问题的最优解 x * =

(0 ,3 ,1 )
T

,目标函数最优值为 36 .

1.5.5  原始 -对偶单纯形法

原始-对偶单纯形法 ( primal-dual simplex method)同时对对偶

问题和原问题第一阶段辅助问题求解 .它从对偶问题的一个可行

解开始迭代 ,保持对偶可行性和互补松弛性 ,最终达到原问题的可

行性 ,从而求得原问题的最优解 .

考虑标准形式线性规划及其对偶规划 ,即 ( 1.63 )和 ( 1.64 ) .假

设已知 ( D )的一个可行解 w .于是 ,对一切 j 有 waj≤ cj .为了求

( P)的满足互补松弛性的可行解 ,设集合
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Q = { j | waj - cj = 0} ,

即 Q 为允许取正值的那些变量 x j 的下标集 .当 j| Q 时 ,令 x j =

0;当 j∈ Q时 ,对这些 x j 求解 ( P )的如下形式的辅助问题 :

min  g =∑
j∈ Q

0 x j + exa ;

s .t .  ∑
j∈ Q

aj x j + xa = b,

    x j ≥ 0  j∈ Q ,

    xa ≥ 0 .

(1 .59)

(1.59)称为相应于对偶可行解 w的限定原问题 ( rest ricted primal

problem) .

设 g0 为 ( 1.59 )的最优目标值 .若 g0 = 0 ,说明已经求得 ( P )的

可行解 .又因为这个解满足互补松弛性条件 ,所以它就是 ( P )的最

优解 ;若 g0 > 0 ,说明尚未求得 ( P )的可行解 ,因而需再找 ( D )的另

一个可行解 ŵ:要求 ŵ能使 ( 1.59 )的目标值减小 ,并且满足对偶

可行性 .为此求解 ( 1.59 )的对偶问题

max  vb;

s .t . vaj ≤ 0  j∈ Q,

v≤ eT
.

(1 .60)

设 v *是 ( 1.73 )的最优解 ,则新的对偶可行解为

ŵ = w +θv * . (1 .61)

其中

θ= min
1≤ j≤ n

-
waj - cj

v * aj
v * aj > 0 . (1 .62)

求出新的对偶可行解 ŵ后 ,修改 Q ,再求解 ( 1.72 ) ,如此迭代下

去 .如果限定原问题都不出现退化现象 ,则经过有限次迭代必能求

得 ( P)的最优解或判定 ( P )无解 .

原始-对偶单纯形法的计算步骤 :
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(1 ) 将线性规划变换为标准形式 ( 1.50 ) , 求出其对偶规划

(1.51)的一个可行解 w .

(2 ) 令 Q = { j | waj - cj = 0 } ,求解限定原问题 ( 1.59 ) .若其最

优目标值 g0 = 0 ,停止计算 ,已求得原问题的最优解 ;否则 ,转 (3 ) .

(3 ) 求解限定原问题的对偶问题 ( 1.60) ,设其最优解为 v .若

vA≤0 ,停止计算 ,原问题无解 ;否则 ,按照 ( 1.61 )和 ( 1.62 )求出新

的对偶可行解 ŵ .以 ŵ代替 w,返回 ( 2) .

例 1.5.14  用原始-对偶单纯形法求解下列问题

min 3 x1 + 2 x2 + x3 + 2 x4 +2 x5 ;

s .t . x1 - x2 +2 x3 - x4 + x5 +2 x6 = 1 ,

- x1 + 2 x2 + x3 - 2 x4 - x5 + x6 = 3 ,

2 x1 + x2 - x3 + x4 - 2 x5 + x6 = 2 ,

    x j ≥ 0  j = 1 , 2 ,⋯ , 6 .

  解  它的对偶规划是

max w 1 +3 w 2 +2 w3 ;

s .t . w 1 - w 2 +2 w3 ≤ 3 ,

- w 1 +2 w 2 + w3 ≤ 2 ,

2 w 1 + w 2 - w3 ≤ 1 ,

- w 1 - 2 w 2 + w3 ≤ 2 ,

w 1 - w 2 - 2 w3 ≤ 2 ,

2 w 1 + w 2 + w3 ≤ 0 .

  w= (0 , 0 , 0 )是它的一个初始可行解 .这时 ,最后一个约束等

式成立 ,故有 Q = {6} ,对应的限定原问题为
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min x7 + x8 + x9 ;

s .t . 2 x6 + x7 = 1 ,

x6 + x8 = 3 ,

x6 + x9 = 2 ,

    x6 , x7 , x8 , x9 ≥ 0 .

用单纯形法求得其最优解为

( x6 , x7 , x8 , x9 ) =
1
2

, 0 ,
5
2

,
3
2

,

最优目标值为 4 .其对偶问题为

max v1 +3 v2 +2 v3 ;

s .t . 2 v1 + v2 + v3 ≤ 0 ,

v1 ≤ 1 ,

v2 ≤ 1 ,

v3 ≤ 1 .

  由于限定原问题对解
1
2

, 0 ,
5
2

,
3
2
来说 ,约束 x8≥0、x9≥0

不等式成立 ,故对偶问题中 v2≤1、v3≤1 应该等式成立 ,于是得

最优解 v = ( - 1 , 1 , 1 ) .对于 j = 1 , 2 , 3 , 4 , 5 计算 vaj 得 va1 = 0 ,

va2 = 4 , va3 = - 2 , va4 = 0, va5 = - 4 .于是按照 (1.62)求得 ,θ= 1/

2 ,从而得新的对偶可行解为

w = (0 ,0 ,0 ) +
1
2

( - 1 , 1 , 1) = -
1
2

,
1
2

,
1
2

,

相应地 , Q = {2 , 6} .新的限定原问题为

min x7 + x8 + x9 ;

s .t . - x2 +2 x6 + x7 = 1 ,

2 x2 + x6 + x8 = 3 ,

x2 + x6 + x9 = 2 ,

    x2 , x6 , x7 , x8 , x9 ≥ 0 .
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最优解为

( x2 , x6 , x7 , x8 , x9 ) = (1 , 1 , 0 , 0 , 0 ) ,

目标函数最优值为 0 .这样 ,便求得原问题的最优解为

x
*

= (0 ,1 ,0 ,0 ,0 ,1 )
T

,

目标函数最优值为 2 .

1.5.6  原始 -对偶单纯形表

原始-对偶单纯形法的全部运算也可以在表上完成 .
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      表 1.43  原始 -对偶单纯形表

x xa

xB ( = xa ) Am× n Im b

g 0 �- e 0 �

f wA - c 0 �wb

表 1.43 中有两个目标行 :第 m + 1 行在迭代过程中存放限定原问

题的检验数 ẑ j - ĉj = vaj - ĉj ,右边存放相应的目标值 ;第 m + 2 行

是对偶可行解 w所对应的waj - cj ,即检验数 z j - cj .

运算过程中 ,用空白方框□标明限定原问题中的变量 .即使得

zj - cj = 0 的那些 x j ,在求解限定原问题时 ,只有这些变量可以进

基 .并且 ,仅对表中前面 m + 1 行进行运算 .又因为对原来的变量

x j 来说 , ĉj = 0 , 故求解完一个限定原问题后 , 要修改对偶可行解

时 ,可按下式

θ= min -
waj - cj

z
^

j - c
^

j
z
^

j - c
^

j > 0 (1 .63)

求出θ .然后 ,将第 m + 1 行乘以θ后加到第 m + 2 行上 ,即可以更

换限定原问题 .

计算步骤 :

(1 ) 找出对偶初始可行解 w,建立原始-对偶单纯形表 1.43 .

通过初等行变换 ,将第 m + 1 行中 xa 对应的检验数变为 0 .

(2 ) 令 Q = { j | waj - cj = 0 } .对于 j∈ Q,在相应的 x j 上面标

明□ .

(3 ) 求 ẑk - ĉk = max{ ẑj - ĉj | j∈ Q} .

(4 ) 若 ẑ k - ĉk > 0 ,则 x k 为进基变量 .按最小比原则确定离基

变量 ,进行消元法运算 ,返回 ( 3 ) ;若 ẑk - ĉk≤0 ,且 g0 = 0 ,停止计

算 ,已求得原问题的最优解 ;否则 ,转 ( 5) .
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(5 ) 若 ẑj - ĉj≤0 , j∈ Q ,且 g0 > 0 ,停止计算 ,原问题无解 ;否

则 ,按 ( 1.63 )求θ,将第 m + 1 行乘以θ后加到第 m + 2 行上去 ,返

回 (2 ) .

例 1.5.15  用原始-对偶单纯形表求解例 1.5.14

解  取 w= ( 0 , 0 , 0)作为对偶问题的初始解 .建立初始原始-

对偶单纯形表 1.44.

 表  1.44

x1 xx2 �x3 �x4 �x5 �x6 �x7 �x8 �x9 0

x7 a1 u- 1 �2 �- 1 �1 �2 �1 0 �0 -1 �

x8 a- 1 u2 �1 �- 2 �- 1 �1 �0 1 �0 -3 �

x9 a2 u1 �- 1 �1 �- 2 �1 �0 0 �1 -2 �

g 0 u0 �0 �0 �0 �0 �- 1 - 1 �- 1 -0 �

f - 3 u- 2 �- 1 �- 2 �- 2 �0 �0 0 �0 -0 �

  将第 1 , 2 , 3 行加到第 4 行上去 ,从而将 x7 , x8 , x9 的检验数

消为 0 ,得表 1.45.

 表  1.45

□ □ □ □
x1 �x2 �x3 �x4 �x5 �x6 �x7 �x8 �x9 $

x7 y1 �- 1 �2 �- 1 �1 �2 �1 �0 �0 �1 �

x8 y- 1 �2 �1 �- 2 �- 1 �1 �0 �1 �0 �3 �

x9 y2 �1 �- 1 �1 �- 2 �1 �0 �0 �1 �2 �

g 2 �2 �2 �- 2 �- 2 �4 �0 �0 �0 �6 �

f - 3 �- 2 �- 1 �- 2 �- 2 �0 �0 �0 �0 �0 �

  由于 Q = {6 } ,故当前限定原问题的变量为 x6 和人工变量

x7 , x8 , x9 .又因为 ẑ6 - ĉ6 = 4 = max { ẑ j - ĉj | j∈ Q } ,故 x6 为进基
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变量 .按最小比确定 x7 为离基变量 .通过消元法运算得表 1.46.

 表  1.46

x1 xx2 �x3 �x4 �x5 �x6 �x7 �x8 �x9 �

x6 a
1 V
2

-
1 m
2

1 �-
1 �
2

1 �
2

1 �
1 �
2

0 �0 �
1 �
2

x8 a-
3 V
2

5 m
2

0 �-
3 �
2

-
3 �
2

0 �-
1 �
2

1 �0 �
5 �
2

x9 a
3 V
2

3 m
2

- 2 �
3 �
2

-
5 �
2

0 �-
1 �
2

0 �1 �
3 �
2

g 0 u4 �- 2 �0 �- 4 �0 �- 2 �0 �0 �4 �

f - 3 u- 2 �- 1 �- 2 �- 2 �0 �0 �0 �0 �0 �

  由于对限定原问题中所有的变量来说 , ẑ j - ĉj≤0 , 故已找到

了限定原问题的最优解 .按 ( 1.63 )求得θ= 1/ 2 .将第 4 行乘以 1/ 2

加到第 5 行上去 ,得表 1.47.

 表  1.47

□ □ □ □
x1 xx2 �x3 �x4 �x5 �x6 �x7 �x8 �x9 �

x6 a
1 V
2

-
1 m
2

1 �-
1 �
2

1 �
2

1 �
1 �
2

0 �0 �
1 �
2

x8 a-
3 V
2

5 m
2

0 �-
3 �
2

-
3 �
2

0 �-
1 �
2

1 �0 �
5 �
2

x9 a
3 V
2

3 m
2

- 2 �
3 �
2

-
5 �
2

0 �-
1 �
2

0 �1 �
3 �
2

g 0 u4 �- 2 �0 �- 4 �0 �- 2 �0 �0 �4 �

f - 3 u0 �- 2 �- 2 �- 4 �0 �- 1 �0 �0 �2 �

  由于 ẑ2 - ĉ2 = 4 > 0 ,故 x2 为进基变量 .并取 x8 为离基变量 ,

进行消元法运算得表 1.48.
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   表  1.48

□ □ □ □
x1 xx2 �x3 �x4 �x5 �x6 �x7 �x8 �x9 �

x6 a
1 V
5

0 �1 �-
4 �
5

1 �
5

1 �
2 �
5

1 �
5

0 �1 �

x2 a-
3 V
5

1 �0 �-
3 �
5

-
3 �
5

0 �-
1 �
5

2 �
5

0 �1 �

x9 a
12 m
5

0 �- 2 �
12 �
5

-
8 �
5

0 �-
1 �
5

-
3 �
5

1 �0 �

g
12 m
5

0 �- 2 �
12 �
5

-
8 �
5

0 �-
6 �
5

-
8 �
5

0 �0 �

f - 3 u0 �- 2 �- 2 �- 4 �0 �- 1 �0 �0 �2 �

  在表 1.48 中由于限定原问题的所有检验数 ẑ j - ĉj≤0 ,并且

g0 = 0 ,故已经找到了原问题的最优解 x* = ( 0 , 1 , 0 , 0 , 0 , 1 )
T

, 目

标函数最优值为 2 .

1.5.7  寻找对偶初始解的人工约束法

对偶单纯形法要求有一个对偶基本可行解作为初始解 ,原始-

对偶单纯形法要求有一个对偶可行解作为初始解 .对于极小化问

题 ,如果原问题的费用系数向量 c≤0 ,则 w≤0 显然是一个对偶可

行解 .当对偶问题没有明显的基本可行解或可行解时 ,可采用人工

约束法 (ar tificial constrain t technique ) .

设线性规划问题

(P) min cx ;

s .t . Ax = b,

x ≥ 0 .

假设它有初始基 B= ( a1 ,⋯ , am ) (因为总可以用高斯消元法找到

它的一个基 ) .将约束方程化为
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xB + B - 1 NxN = B - 1 b ,

增加一个约束

exN ≤ M ,

这里 , M 是很大的正数 , e是 n - m 维行向量 .由于 M 很大 ,这个

新增加的约束对原问题不发生影响 .增加新约束后的问题称为扩

充问题 .引入松弛变量 xn + 1 ,得到扩充问题的单纯形表为

    表  1.49

xB xN xn + 1 ;

xB I N 0 �b

xn + 1 x0 �e 1 �M

0 �cB B - 1 BN - cN 0 �f

  设 zk - ck = max { z j - cj } .选 x k 为进基变量 , xn + 1离基 .以

am + 1 , k为主元 ,进行消元法运算得新表 .特别 , 将附加行乘以 [ -

( zk - ck ) ]加到目标行上去 .由 k 的选取方法和消元法运算 ,新表

中必有 z j - cj≤ 0 对一切 j 成立 .因此 , 找到一个对偶基本可行

解 .于是 ,便可以由此开始用对偶单纯形法或原始-对偶单纯形法

求解扩充问题 .

计算结果有两种情况 :

(1 ) 扩充问题无解 .这时 ,原问题也无解 .

(2 ) 扩充问题有最优解

x = ( x1 ,⋯ , xn ) = x( 1 )
+ Mx( 2 )

最优值为

f0 = f1 + M f2 .由于 M很大 ,故必有 f2≤0 .

1) 若 f2 < 0 ,这时必有 x( 2 )
≠0 .当 M→ + ∞时 , x总是原问

题的可行解 .此时 , f0→ - ∞ ,故原问题有无界解 .

2) 若 f2 = 0 ,这时 f0 = f1 是原问题的最优值 , x≥0 为原问题
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的最优解 .若 x( 2 )
= 0 , x 还是一个基本可行解 .否则 , 令 M0 =

min{ M | x( 1 )
+ Mx( 2 )
≥0 } ,则

x0
= x( 1 )

+ M0 x( 2 )

也是基本可行解 .

例 1.5.16  用对偶单纯形法求解线性规划

min - 2 x4 + 4 x5 ;

s .t . x1 + x4 - 2 x5 = 2 ,

x2 - 3 x4 + x5 = 3 ,

x3 - x4 - x5 = - 2 ,

    x1 , x2 ,⋯ , x5 ≥ 0 .

  解  该问题有一个明显的基本解 (2 , 3 , - 2 , 0 , 0 )
T

,但它不是

正则解 .增加一个约束 x4 + x5≤ M ,并引入松弛变量 x6 , 得扩充

问题的单纯形表 1.50.

  表  1.50

x1 �x2 lx3 �x4 �x5 �x6 <b

x1 �1 �0 N0 �1 |- 2 �0 �2 �

x2 �0 �1 N0 �- 3 |1 �0 �3 �

x3 �0 �0 N1 �- 1 |- 1 �0 �- 2 �

x6 �0 �0 N0 �1 c1 �1 �M

f 0 �0 N0 �2 |- 4 �0 �0 �

因为 z4 - c4 = 2 > 0 ,故 x4 进基 , x6 离基 ,以 a44为主元 ,进行消元

法运算 ,得表 1.51.
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  表  1.51

x1 �x2 lx3 �x4 Tx5 �x6 gb

x1 �1 �0 N0 �0 6- 3 �- 1 d2 2- M

x2 �0 �1 N0 �0 64 �3 d3 �+ 3 M

续表

x1 �x2 lx3 �x4 Tx5 "x6 gb

x3 �0 �0 N1 �0 60 �1 d- 2 a+ M

x4 �0 �0 N0 �1 61 �1 dM

f 0 �0 N0 �0 6- 6 �- 2 d- 2 �M

  表 1.51 对应着扩充问题的一个正则解 .下面便可以由这张表

开始用对偶单纯形法求解扩充问题 .以 a15 = - 3 为主元 , 进行消

元法运算 ,得表 1.52.

 表  1.52

x1 �x2 �x3 &x4 �x5 �x6 �b

x5 y-
1 �
3

0 �0 �0 |1 �
1 d
3

-
2 �
3

+
1
3

M

x2 y
4 �
3

1 �0 �0 |0 �
5 d
3

17 �
3

+
5
3

M

x3 y0 �0 �1 �0 |0 �1 d- 2 �+ M

x4 y
1 �
3

0 �0 �1 |0 �
2 d
3

2 �
3

+
2
3

M

f - 2 �0 �0 �0 |0 �0 d- 4 c

  由于这张表的 b≥0 ,因此得到扩充问题的最优解

x = 0 ,
17
3

+
5
3

M , - 2 + M ,
2
3

+
2
3

M , -
2
3

+
1
3

M, 0
T
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目标最优值为 f0 = - 4 .

故原问题有最优解 .容易求得 M0 = 2 ,得原问题的最优基本

可行解为

x = (0 , 9 , 0 , 2 , 0 )
T

,

目标函数最优值仍为 f0 = - 4 .

1.6  分 解 算 法

实际中遇到的线性规划问题由于约束矩阵太大 , 即使应用计

算机求解也很困难 .但是 ,有不少问题的约束具有特定的结构 ,因

而可以设法将它们分解为若干个较小的线性规划问题再来求解 .

这类 方法 称为 分解 算法 ( decomposition algorithm ) .现介 绍

Dantzig-Wolfe分解方法 ,简称 D-W 分解方法 .

1.6.1  D-W 分解方法概述

设下列线性规划

min cx ;

s .t . Ax = b ,

x ∈ X .

(1 .64)

其中 , A为 m× m 矩阵 , b为 m 维列向量 , X 表示有特定结构的

多面集 ,并且假设 X 是有界多面集 .于是 , X 只有有限个极点 : x1 ,

x2 ,⋯ , xt .这样 ,任何 x∈ X ,可以表示为这些极点的凸组合 ,即

x = ∑
t

j = 1

λjxj ,

∑
t

j = 1

λj = 1 , λj ≥ 0 , j = 1 , 2 ,⋯ , t .

(1 .65)

如果用 ( 1.65)代替 x,则 ( 1.64 )改写成以λ1 ,λ2 ,⋯ ,λt 为变量的

问题 :
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min  ∑
t

j = 1

( cxj )λj ; (1 .66)

s .t .  ∑
t

j = 1

( Axj )λj = b, (1 .67)

   ∑
t

j = 1

λj = 1 ,

    λj ≥ 0 , j = 1 , 2 ,⋯ , t . (1 .68)

称为主规划 ( master program) .

由于极点数目 t很大 , 因此 ,在知道 X 的所有极点后直接求

解主规划是十分困难的 .D-W 方法不要求知道所有的极点就能求

解主规划 ,从而求得原问题的最优解 .它是应用修正单纯形法来实

现的 .

设考虑用修正单纯形法解主规划 ( 1.66 ) ( 1.68 ) .设初始基为

B ,它是 m + 1 阶方阵 .分别用 w和 v表示相应于 ( 1 .67 )和 ( 1 .68 )

的对偶变量 ;则 ( w, v) = ĉBB
- 1

,其中 ĉB 是由基变量的费用系数组

成的行向量 .再记 b = B - 1 b

1
.将修正单纯形法数据列成下表

1.53 .

表  1.53

基 右端

( w, v) ĉBb

B - 1 �b

现在要检验当前解的最优性 .为此 ,首先求出最大检验数

zk - ĉk = max
1≤ j≤ t

{ zj - ĉj }

= max
1≤ j≤ t

( w, v)
Axj

1
- cxj
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= max
1≤ j≤ t

{ wAxj + v - cxj } . (1 .69)

由于不能事先求出所有的极点 xj ,又由于线性目标函数在有界多

面集上的最大值必在它的某个极点处达到 ,因此 , (1.69)的值恰好

等于下列线性规划问题的最优目标值 .

max  ( wA - c) x + v;

s .t .  x∈ X ,
(1 .70)

(1.70)称为子问题 ( subproblem) .由于 X 具有特定的结构 ,子问题

是较容易求解的 .设用单纯形法求得子问题的最优解为 xk ,最优

值为 zk - ĉk .

如果 zk - ĉk = 0 ,则主规划的当前基本可行解是最优解 ,从而

可求出 (1.64)的最优解 .

如果 zk - ĉk > 0 ,则相应的非基变量 λk 进基 .计算主列 ak =

B - 1 Axk

1
,并且将

zk - ĉk

ak

附在修正单纯形表右端 .按最小比值

规则确定离基变量λB
r

.以 ark为主元 ,进行消元法运算得新表 .这

样完成了 D-W 方法的一次迭代 .如此反复进行 ,直至求得主规划

的最优解 .

1.6.2  D-W 分解方法的计算步骤

(1 ) 写出主规划 .找出主规划的一个初始基本可行解 ,对应的

初始基为 B .计算

( w v) = ĉBB
- 1

,

b = B - 1 b

1
.

构造初始修正单纯形表 1.53 .

(2 ) 解子问题 ( 1.70 ) .设最优解为 xk ,最优值为 zk - ĉk .如果

zk - ĉk = 0 , 停止计算 .主规划的当前基本可行解为最优解 .计算
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(1.64)的最优解

x =∑
j∈ J

B

λjxj ,

其中 , JB 是主规划的最优解中基变量的指标集 .如果 zk - ĉk > 0 ,

转 (3 ) .

(3 ) 计算主列 .令

ak = B - 1 Axk

1
,

组成下表 1.54

   表  1.54

( w, v) ĉB b

ΛB B - 1 �b

λk

zk - ĉk

ak

计算

br

ark
= min

bi

ai k
ai k > 0 .

以 ark为主元 , 进行消元法运算 .删去表 1.54 最右边一列 , 返回

(2 ) .

例 1.6.1  用分解算法解下列问题

min - x1 - 3 x2 + x3 - x4 ;

s .t . x1 + x2 + x3 + x4 ≤ 8 ,

x1 + x2 ≤ 6 ,

x3 +2 x4 ≤ 10 ,

- x3 + x4 ≤ 4 ,

    x1 , x2 , x3 , x4 ≥ 0 .

  解  把约束分为两组 :
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Ax≤ b和 x∈ X ,

其中

A = (1 ,1 ,1 ,1 ) ,

b = 8 ,

X = X1× X2 ,

X1 = { ( x1 , x2 ) | x1 + x2 ≤ 6 , ( x1 , x2 ) ≥ 0} ,

X2 = ( x3 , x4 )

 x3 + 2 x4 ≤ 10

- x3 + x4 ≤ 4

 ( x3 , x4 ) ≥ 0

,

并记 c = ( - 1 , - 3 ,1 , - 1 )为费用系数向量 .引进松弛变量 s得主

规划 :

min  ∑
t

j = 1

ĉjλj ;

s .t .  s +∑
t

j = 1

( Axj )λj = 8 ,

∑
t

j = 1

λj = 1 ,

λj ≥ 0 , j = 1 ,⋯ , t ,

s ≥ 0 .

其中 , xj 为 X 的极点 , ĉj = cxj .

为了找出主规划的一个初始基本可行解 ,作出 X1 和 X2 的图

1.3 .

求得 x1 = ( 0 , 0 , 0 , 0) T 是 X 的一个极点 ,故可取 s 和λ1 为初始基

变量 ,于是

B =
1 Ax1

0 1
=

1 0

0 1
= B - 1 ,

ĉB = ( 0 , cx1 ) = (0 ,0 ) ,
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图  1.3

( w, v) = ĉBB
- 1

= ( 0 , 0) ,

b = B - 1 b

1
=

8

1
,

ĉBb = 0 .

构造主规划的初始修正单纯形表为

0 �0 �0 �

s 1 �0 �8 �

λ1 �0 �1 �1 �

  迭代 1  子问题为

max  ( wA - c) x + v

= max - cx

= max  x1 + 3 x2 - x3 + x4 ;

s .t . x∈ X .

利用单纯形法求得子问题的最优解

x2 = (0 ,6 ,0 ,4 )
T

,

目标函数最优值为 22 .因此 ,主规划的最大检验数为
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z2 - ĉ2 = 22 .

计算主列

a2 = B - 1 Ax2

1
=

10

1
.

组成下表

0 M0 �0 �

s 1 M0 �8 �

λ1 �0 M1 �1 �

22 �

10 �

1 �

计算 min
b1

a12
,

b2

a22
= min

8
10

,
1
1

=
8
10

,故 r = 1 ,松弛变量 s 离

基 .以 a12 = 10 为主元 ,进行消元法运算得新表

-
11 5
5

0 �-
44 �
5

λ2 �
1 �
10

0 �
2 �
5

λ1 �-
1 �
10

1 �
3 �
5

当前迭代点为

x = λ1 x1 +λ2 x2 =
2
5

(0 , 6 , 0 , 4 )
T

,

目标函数值为 - 44/ 5 ,与原来的值 0 相比是减小了 .

迭代 2

由现在的 ( w, v) = -
11
5

, 0 得子问题为

max  -
6
5

x1 +
4
5

x2 -
16
5

x3 -
6
5

x4 ;

s .t .  x∈ X .
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求得其最优解

x3 = (0 ,6 ,0 ,0 )
T

,

最优值为
24
5

.这时 ,松弛变量 s的检验数为

( w, v)
1

0
- 0 = w = -

11
5

.

因此 ,最大检验数为 z3 - ĉ3 =
24
5

.计算主列

a3 = B - 1
Ax3

1
=

1
10

0

-
1

10
1

6

1
=

3
5

2
5

.

构造下表

-
11 �
5

0 �-
44 5
5

λ2 �
1 M
10

0 �
2 �
5

λ1 �-
1 |

10
1 �

3 �
5

24 �
5

3 �
5

2 �
5

计算 min
b1

a13
,

b2

a23
= min

2
5

3
5

,
3
5

2
5

=
2
5

3
5

,故 r = 1 ,λ2 为

离基变量 .以 a13为主元 ,进行消元法运算得下表

- 3 �0 �- 12 �

1 e
6

0 �
2 �
3

-
1 �
6

1 �
7 �

15

于是得主规划的基本可行解为
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x = λ1 x1 + λ3 x3 = ( 0 , 4 , 0 , 0)
T

,

目标函数值为 - 12 .

迭代 3

由当前的 ( w, v) = ( - 3 , 0 )得子问题为

max  - 2 x1  - 4 x3 - 2 x4 ;

s .t . x∈ X .

用单纯形法求得其最优解

x4 = (0 ,0 ,0 ,0 )
T

,

最优目标值为 0 .这时 ,松弛变量 s的检验数为 - 3 < 0 .

本结果表明 ,最优性检验已通过 .即第二次迭代所得结果已经

是最优解了 .因此 ,原问题的最优解是

x = ( 0 , 4 , 0 , 0)
T

,

目标函数最优值为 - 12 .

1.7  灵敏度分析

在实际应用中 ,许多线性规划问题的数据不能精确地知道 ,通

常是根据经验估计或用预测方法得到 .因此 ,某些数据可能需要修

改 ;有时 ,还可能增加新变量或新约束 .遇到上述情况时 ,要考虑某

些条件变化对最优解的影响 ,并不需要从头开始计算 ,只须修改原

来问题的最优单纯形表中相应的部分 ,以便得到条件变化后新问

题的单纯形表 ,再判断所得到的解是否还是新问题的最优解 .如果

不是 ,可继续迭代求解 .灵敏度分析 ( sensitivity analysis)就是研究

这些问题的 .

设如下的线性规划问题

min cx ;

s .t . Ax = b,

x ≥ 0 .

(1 .71)

·47·



假定已经求得它的最优单纯形表为表 1.55.

    表  1.55

xB xN 右端
xB I B - 1 �N B - 1 �b

f 0 �CB B - 1 �N - CN CB B - 1 �b

下面叙述各种变化时的灵敏度分析 .

1.7.1  改变费用系数向量

假定费用系数向量 c变成 ĉ .这时 ,可行域一般不变化 .故原

问题的最优解还是新问题的基本可行解 .但是 ,需要修改目标行 .

新检验数为 ẑj - ĉj = ĉBB
- 1 aj - ĉj ,新目标函数值为 ĉB B - 1 b .然后 ,根

据 ẑj - ĉj≤0 是否满足 ,决定是停止计算还是继续迭代 .

特别 ,当费用系数向量只有一个分量 ck 变成 ĉk 时 ,可按下法

处理 .

(1 ) 对应的 xk 是非基变量

这时只需修改检验数 zk - ck .由于 cB 不变化 ,故新检验数为

zk - ĉk = zk - ck + ( ck - ĉk ) ,

这样就得到了新问题的单纯形表 .如果 zk - ĉk≤0 ,则所得到的解

还是新问题的最优解 ;否则 ,由此开始继续迭代 .

(2 ) 对应的 xk 是基变量

设 x k = xB
t

.这时 , cB
t
变成 ĉB

t
.新检验数中仍有基变量对应的检

验数为 0 ,而非基变量对应的检验数为

ẑj - cj = ĉBB - 1 aj - cj

= cBB
- 1 aj + ( 0 ,⋯ ,0 , ĉB

t
- cB

t
,0 ,⋯ , 0) B - 1 aj - cj

= z j - cj + ( ĉk - ck ) at j . (1 .72)

新目标函数值为
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ĉBB
- 1 b = ĉB b = cBb + ( ĉk - ck ) bt . (1 .73)

故只需将第 t 行乘以 ( ĉk - ck )加到目标行上去 ,再令 x k 对应的检

验数 ẑk - ĉk = 0 ,便可得到新问题的单纯形表 .

例 1.7.1  给定线性规划问题

min 5 x1 - 4 x2 ;

s .t . x1 + x2 ≤ 4 ,

- x1 + x2 ≤ 2 ,

    x1 , x2 ≥ 0 .

已经求得它的最优单纯形表为

x1 #x2 �x3 �x4 �b

x3 �2  0 �1 �- 1 �2 �

x2 �- 1  1 �0 �1 �2 �

f - 1  0 �0 �- 4 �- 8 �

试考虑下列问题的处理方法 .

(1 ) 若 c1 = 5 变成 ĉ1 = - 1 ,求新问题的最优解 .

(2 ) 若 c2 = - 4 变成 ĉ2 = - 2 ,求新问题的最优解 .

解  (1 ) 由于 x1 是非基变量 ,故只需计算 z1 - ĉ1 :

z1 - ĉ1 = z1 - c1 + ( c1 - ĉ1 ) = - 1 + 6 = 5 .

将所给最优表中 x1 对应的检验数改成 5 ,得新问题的单纯形表如

下 :
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x1 #x2 �x3 �x4 �b

x3 �2  0 �1 �- 1 �2 �

x2 �- 1  1 �0 �1 �2 �

f 5  0 �0 �- 4 �- 8 �

由于 z1 - ĉ1 > 0 ,故需由此表开始继续迭代才能求得新问题的最优

解 .

(2 ) 当 c2 = - 4 变成 ĉ2 = - 2 时 ,仍然有 ẑ2 - ĉ2 = ẑ3 - ĉ3 = 0 .按

式 (1.72)和 (1.73)计算 ẑ1 - c1 , ẑ4 - c4 和新目标值 f , 得新问题的

单纯形表如下 :

x1 #x2 �x3 �x4 �b

x3 �2  0 �1 �- 1 �2 �

x2 �- 1  1 �0 �1 �2 �

f - 3  0 �0 �- 2 �- 4 �

由于 ẑj - cj≤0 得到满足 ,所以原问题的最优解 x = (0 , 2 )
T
还是新

问题的最优解 ,而目标函数最优值变成 - 4 .

1.7.2  改变右端向量

设右端向量 b变成 b̂ .这时 ,只需修改右端一列便可得到新问

题的单纯形表 .新表右端一列为

b^
-

= B - 1 b̂,    f̂ = cBb^
-

.

检验数均不改变 ,故仍然有 zj - cj≤0 .如果 b̂
-

≥0 ,则已找到新问

题的最优解 ;否则 ,单纯形表对应新问题的一个正则解 .于是 ,可用
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对偶单纯形法继续求解新问题 .

例 1.7.2  设例 1.7.1中的线性规划 ,若右端向量 b =
4

2
变

成 b̂ =
3

5
,求新问题的最优解 .

解  由于 B - 1
=

1 - 1

0 1
,故

b̂
-

=
1 - 1

0 1

3

5
=

- 2

5
,

f
^

= ( c3 , c2 ) b̂
-

= ( 0, - 4 )
- 2

5
= - 20 .

于是得下表

x1 #x2 �x3 �x4 �b̂
-

x3 �2  0 �1 �- 1 �- 2 �

x2 �- 1  1 �0 �1 �5 �

f
^ - 1  0 �0 �- 4 �- 20 �

此表对应新问题的一个正则解 ,故由此开始用对偶单纯形法求解

新问题 .

1.7.3  改变矩阵

设矩阵 A的一列 ak 变成 âk .分两种情况 :

(1 ) 相应的 xk 是非基变量

这时 ,基 B不变 .只需修改单纯形表中 xk 对应的一列便可得

新问题的单纯形表

â
-

k = B - 1 âk ,

ẑk - ck = cBB - 1 âk - ck .
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如果 ẑk - ck≤0 ,则得到的表也是新问题的最优单纯形表 ;否则 ,

需由此开始继续迭代 ,求解新问题 .

(2 ) 相应的 xk 是基变量

设 x k = xB
t

.这时基 B发生变化 ,从而单纯形表中的右端列和

非基变量对应的每一列都受影响 .为了保持 B - 1
, 求解下列辅助

问题

min  g = xn + 1 ;

s .t . a1 x1 + ⋯ + âk x k + ⋯ + an xn + ak xn + 1 = b,

   x j ≥ 0  j = 1 ,⋯ , n , n + 1 .

(1 .74)

如果不考虑 x k 的系数 ,则辅助问题的约束矩阵与原问题相同 ,只

是把 xk 换成了 xn + 1 .因而 ,令 xn + 1为基变量 , x k 为非基变量 .即

在原问题的最优单纯形表中 , 将第 k 列移作 xn + 1对应的列 ,再令

a^
-

k = B - 1 âk ,便可得到辅助问题的一个基本可行解 ,由此开始解辅

助问题 .若最优值 g = 0 ,则辅助问题的最优解对应着新问题的一

个基本可行解 .从而 ,可由此开始求解新问题 .

例1.7.3  考虑例 1.7.1 中的线性规划 .如果 a2 =
1

1
变成

â2 =
- 2

1
,求解新问题 .

解  由于 x2 是基变量 ,故构造如下的辅助问题 :

min g = x5 ;

s .t . x1 - 2 x2 + x3 + x5 = 4 ,

- x1 + x2 + x4 + x5 = 2 ,

    x1 ,⋯ , x5 ≥ 0 .

因 â
-

2 = B - 1 â2 =
1 - 1

0 1

- 2

1
=

- 3

1
,故得辅助问题单纯形
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表如下 :

x1 �x2 lx3 �x4 �x5 �b

x3 �2 �- 3 |1 �- 1 �0 �2 c

x5 �- 1 �1 N0 �1 �1 �2 c

g - 1 �1 N0 �1 �0 �2 c

x1 �x2 lx3 �x4 �x5 �b

x3 �- 1 �0 N1 �2 �3 �8 c

x2 �- 1 �1 N0 �1 �1 �2 c

g 0 �0 N0 �0 �- 1 �0 c

此时 , g = 0 ,第一阶段结束 .删去 g 行与 x5 列 ,换上 f 行 , 再进行

单纯形法迭代 ,求解新问题

x1 �x2 �x3 �x4 %b

x3 �- 1 �0 �1 �2 �8 5

x2 �- 1 �1 �0 �1 �2 5

f - 1 �0 �0 �- 4 5- 8 c

由于全部 z j - cj≤0 ,故已求得新问题的最优解为 x = (0 , 2 )
T

,目

标函数最优值为 f̂ = - 8 .

1.7.4  增加新变量

设增加一个新变量 x n + 1 ,其费用系数为 cn + 1 ,在约束矩阵中

对应的向量为 an + 1 .则把 xn + 1看成非基变量 ,在原问题的最优单

纯形表中增加一列

an + 1

zn + 1 - cn + 1

=
B - 1 an + 1

cBB
- 1 an + 1 - cn + 1

,
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就得到新问题的单纯形表 .若 zn + 1 - cn + 1≤0 ,则已找到新问题的

最优解 ;否则 ,需继续用单纯形法求解新问题 .

1.7.5  增加新的不等式约束

设原问题的最优单纯形表对应的约束为

xB + B - 1 NxN = B - 1 b , (1 .75)

增加新约束 a( m + 1 ) x≤ bm + 1 , 其中 , a( m + 1 )
为 n 维行向量 .用

a( m + 1 )
B 和a( m + 1 )

N 分别表示 a( m + 1 )
中与原问题的 B和 N 对应的两

部分 .引进松弛变量 xn + 1 ,将新约束化成等式

a( m + 1 )
B xB + a( m + 1 )

N xN + xn + 1 = bm + 1 . (1 .76)

将 (1.75)代入 (1.76)得

( a( m + 1 )
N - a( m + 1 )

B B - 1 N) xN + xn + 1 = bm + 1 - a( m + 1 )
B B - 1 b .

(1 .77)

  将 ( 1.76 )作为第 m + 1 行写在原有的最优单纯形表中 ,并将

原有第 m + 1 行移作第 m + 2 行 .然后 ,通过行初等变换将第 m

+ 1 行化成 ( 1.77 )的形式 ,便可得到新问题的单纯形表 .若 bm + 1

- a( m + 1 )
B B - 1 b≥0,则已找到新问题的最优解 ;否则 ,得到的是新

问题的一个正则解 ,可由此开始用对偶单纯形法求解新问题 .

例 1.7.4  考虑例 1.7.1中的线性规划 .设增加约束 - 3 x1 +

2 x2≤3 ,求新问题的最优解 .

解  引进松弛变量 x5 ,则新约束变成

- 3 x1 + 2 x2 + x5 = 3 .

将此式写到原有最优单纯形表的第 3 行 ,将原有第 3 行移作第 4

行 ,得
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x1 �x2 lx3 �x4 �x5 �

x3 �2 �0 N1 �- 1 �0 �2 c

x2 �- 1 �1 N0 �1 �0 �2 c

x5 �- 3 �2 N0 �0 �1 �3 c

f - 1 �0 N0 �- 4 �0 �- 8 �

将 a32消为 0 ,得

x1 �x2 lx3 �x4 �x5 �

x3 �2 �0 N1 �- 1 �0 �2 c

x2 �- 1 �1 N0 �1 �0 �2 c

x5 �- 1 �0 N0 �- 2 �1 �- 1 �

f - 1 �0 N0 �- 4 �0 �- 8 �

由于 b3 = - 1 < 0 ,故得到的解是新问题的一个正则解 .再由此开

始 ,用对偶单纯形法求解新问题 ,得最优解为 x = ( 1 , 3 )
T

, 目标函

数最优值为 - 7 .

1.7.6  增加新的等式约束

设增加一个新的等式约束 a( m + 1 ) x = bm + 1 .如果原有问题的

最优解满足这个新等式 ,则它也是新问题的最优解 ;否则 ,不妨设

原有问题最优解 x使 a( m + 1 ) x < bm + 1 ,引进人工变量 xn + 1 ,使新

增加的约束成为等式 a( m + 1 ) x + xn + 1 = bm + 1 .然后 ,用两阶段法

求解新问题 .
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1.8  Karmarkar投影尺度算法

1.8.1  Karmarkar算法的基本思想

  1984 年 , AT & T 贝尔实验室的 N K Karmarkar , 提出一个新

的解线性规划的多项式时间算法 .这种算法不同于单纯形方法 ,每

次迭代不是从一个极点出发求改进的极点 ,而是使迭代点保持在

1.8.2 节中定义的单纯形内部 .因此是一种内点算法 .其基本思想

是 ,给定一个可行内点 ,对解空间进行变换 ,使得现行解位于变换

空间中多胞形的中心附近 ,然后使它沿着最速下降方向移动 ,求一

个改进的可行内点 .再作逆变换 ,将在变换空间中求得的点映射回

原来的解空间 ,得到新的内点 .重复以上过程 ,直至求出满足精度

要求的最优解 .算法的总复杂性为 O ( n
3 .5

L
2

ln L lnln L ) ,其中

n 是变量数 , L 是输入长度 .

1.8.2  karmarkar标准形式

Karmarkar 算法中 ,采用一种特殊的标准形式 ,后面将给出解

一般线性规划转化为求解标准问题的方法 , 这种标准问题定义

如下 :

min cT x ;

s .t . Ax = 0 ,

x ∈ Δ,

(1 .78)

其中 , A是 m× n 矩阵 ,秩为 m , c, x∈ En ,Δ= { x | eT x = 1 , x≥

0}称为单纯形 , e是分量全为 1 的 n 维向量 .若可行解 x = ( x1 ,

⋯ , xn )
T
的每个分量均大于零 ,则称 x为内点解 ,并假设

(1 ) Ae = 0 ,即单纯形 Δ的中心
1
n
e =

1
n

,⋯ ,
1
n

T

是可行内

点 .
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(2 ) 问题 ( 1.78 )的最优值是零 .

下例给出一个 Karmarkar 标准问题 :

例 1.8.1

min x1 + x2 -
1
3

;

s .t . x1 - 2 x2 + x3 = 0 ,

x1 + x2 + x3 = 1 ,

    x1 , x2 , x3 ≥ 0 .

  显然 ,
1
n

e =
1
3

,
1
3

,
1
3

T

是一个可行内点 , 问题的最优解

x * = 0 ,
1
3

,
2
3

T

,最优值为 0 .

1.8.3  单纯形上的投影变换及势函数

在 Karmarkar 算法中 ,用到一种特殊的投影变换 ,其定义是

Tx( x) =
D - 1 x

eT D - 1 x
,  " x∈ Δ, (1 .79)

其中 D = diag( x1 ,⋯ , xn ) 是对角矩阵 , x = ( x1 ,⋯ , xn )
T
是单纯

形 Δ的一个内点 ,即 x i > 0 , i = 1 ,⋯ , n ,∑
n

i = 1

x i = 1 .将点 x的像

记作 x′,即

x′=
D - 1 x

eT D - 1 x
.

映射 Tx具有下列性质 :

(1 ) Tx是一一对应的映射 ,并将 Δ映射成Δ .其逆映射为

x =
Dx′

eT Dx′
. (1 .80)

  (2 ) Tx ( x) =
1
n
e是Δ的中心 .
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(3 ) 若 x是Δ的端点 ,则 Tx ( x)也是 Δ的端点 .

(4 ) 若 x在Δ的边界上 ,则 Tx ( x)在 Δ的边界上 .

(5 ) 若 x是Δ的内点 ,则 Tx ( x)是 Δ的内点 .

在 Karmarkar 算法中 ,引进了势函数的概念 .对每个线性函数

l( x) ,定义与它相联系的势函数 ( potential function)为

f ( x) =∑
n

j = 1

ln
l ( x)

x j
+ k, (1 .81)

其中 k 为常数 .势函数具有下列性质 :

(1 ) 映射 ( 1.79 )将势函数 ( 1.81 )映射成具有相同形式的函

数 .

(2 ) 线性函数 l ( x)所期望的下降量可通过势函数值的充分

减小来达到 .

(3 ) 优化势函数 f ( x)可用优化线性函数来近似 .

1.8.4  Karmarkar算法

考虑 Karmarkar 标准形式 ( 1.78 ) , 设 x > 0 是一个可行内点

解 .投影变换 ( 1.79 )将 x映射到

x′=
D - 1 x

eT D - 1 x
.

通过公式 (1.80) ,用 x的像 x′来表示 x:

x =
Dx′

eT Dx′
. (1 .82)

按照 ( 1.82 ) ,将 x代入 Karmarkar标准形式 ( 1.78 ) ,得到变换空间

的相应问题

min
cT Dx′
eT Dx′

;

s .t . ADx′= 0 ,

eT x′ = 1 ,

x′≥ 0 .

(1 .83)
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在 (1.96)中 ,根据 ( 1.92 ) , x的像 x′= Tx ( x) =
1
n
e是位于单纯形

Δ中心的可行解 .若把上述问题的约束矩阵记作

B =
AD

eT (1 .84)

则矩阵 B的零空间的任一方向 d∈ En ,即满足 Bd = 0 ,是 x′处的

可行方向 .为从这些可行方向中选择一个比较好的下降方向 , 将

(1.96)目标函数的分子 cT Dx′的负梯度 ( - Dc)投影到约束矩阵

B的零空间中 ,得到一个可行下降方向 :

d = - [ I - BT ( BBT ) - 1 B] Dc (1 .85)

  这样 ,算法从原空间的一个可行解开始 ,通过投影变换将这个

解映射到单纯形 Δ的中心 ,由此出发 ,按 ( 1.85)选择一个移动方

向 .取步长不超过单纯形 Δ内切球的半径
1

n( n - 1 )
, 移动到变

换空间中一个新的内点可行解 .再按 ( 1.80)将新的解映射回原来

的解空间 .

计算步骤 :

(1 ) 给定参数值α∈ (0 , 1] ,令 x( 0 )
=

1
n

e,其中 n 维向量 e =

(1 ,1 ,⋯ , 1)
T

.给定足够大的终止参数 q ,例如 q = O( L ) ,置 k =

0 .

(2 ) 若
cT x( k )

cT x( 0 )≤2
- q

,则停止计算 ,得到最优解 x( k )
;否则 , 进

行步骤 (3 ) .

(3 ) 令 D = diag[ x
( k )
1 ,⋯ , x

( k )
n ] ,

B =
AD

eT .

  (4 ) 令 dp = - [ I - BT ( BBT ) - 1 B] Dc .

(5 ) 令 d̂p = dp/ ‖dp‖ .
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(6 ) 计算极小点

b′= x( 0 )
+
α

n ( n - 1)
d̂p .

  (7 ) 映射回原来的解空间 ,令

x( k+ 1 )
=

Db′
eT Db′

.

  ( 8) 计算势函数值 f ( x( k )
)和 f ( x( k + 1 )

) , 若 f ( x( k )
) - f

( x( k + 1 ) ) <δ(δ取值参见 ( 1.86 ) ) ,则停止计算 , Karmarkar 标准问

题的极小值大于零 ;否则 ,进行步骤 (9 ) .

(9 ) 置 k∶= k + 1 ,返回步骤 (2 ) .

下面给出关于上述算法的两个主要定理 .

定理 1.8.2  算法在 O( n ( q + log n ) )步内求得可行点 x,使

得
cT x

cT x( 0 )≤2
- q

,其中 q是给定的终止参数 , x( 0 )
是初点 ,取为单纯

形 Δ的中心 .

运用 f ( x) =∑
j

ln
cT x
x j
将目标函数 cT x与势函数 f ( x)联系起

来 ,有下列结论 :

定理 1.8.3  Karmarkar 算法中 ,对于每个 k, 必有下列情形

之一 :

(1 ) f ( x( k + 1 )
)≤ f ( x( k )

) - δ .

(2 ) 目标函数的极小值大于零 .

其中δ是一个常数 ,依赖于步骤 (1 )中参数α的选择 .例如 ,若α=

1/ 4 ,则δ= 1/ 8 .α与δ有下列关系 :

δ= α -
α

2

2
-

α
2

n

( n - 1 ) [ 1 - α n/ ( n - 1) ]
. (1 .86)

  根据该定理 , 在运用 Karmarkar 算法的过程中 , 若出现情形

(2 ) ,则停止计算 ,得出目标函数值大于零的结论 ,则原来的问题不

存在有限最优值 ,即或者是不可行的 ,或者是无界的 .
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1.8.5  向 Karmarkar标准形式的转换

考虑一般线性规划问题 :

min cT x ;

s .t . Ax ≥ b ,

x ≥ 0 .

(1 .87)

  可用多种方法将 ( 1.87 )的求解转化为解 Karmarkar 标准问

题 .下面介绍 Karmarkar运用对偶理论实现这种转换的一种方法 .

(1.87)的对偶问题 :

max bT u ;

s .t . AT u ≤ c, u≥ 0 .
(1 .88)

  组合 (1.87)与 (1.88) ,得到

Ax ≥ b,

AT u ≤c,

cT x - bT u = 0,

x ≥0 , u ≥ 0 .

(1 .89)

  根据对偶理论 , ( 1.89 )可行的充要条件是 ( 1.87 )存在有限最

优解 .引进松弛变量 y和 v,将 (1.89)表示成

Ax - y = b,

AT u + v = c,

cT x - bT u = 0,

x≥ 0, u≥ 0, y≥ 0, v≥ 0 .

(1 .90)

设 x0 , y0 , u0 , v0 是在正卦限内的严格内点 ,引进人工变量λ,求解

下列问题 :
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min λ;

s .t . Ax - y + ( b - Ax0 + y0 )λ= b ,

AT u + v + ( c - AT u0 - v0 )λ= c,

cT x - bT u + ( - cT x0 + bT u0 )λ = 0,

x≥ 0, y≥ 0, u≥ 0, v≥ 0, λ≥ 0 .

(1 .91)

显然 , x = x0 , y= y0 , u = u0 , v = v0 ,λ= 1 是一个严格内点可行解 .

λ极小值为 0 的充要条件是 ( 1.90 )有可行解 .

(1.91)是变量 x, y, u, v,λ的线性规划 ,为表达方便 ,不妨用

一个新的 x表示所有这些变量 ,则 (1.91)可以改写成

min cT x ;

s .t . Ax = b ,

x ≥ 0 .

(1 .92)

值得注意 ,这里的 A, c, b, x与 ( 1.91)中同样符号含意不同 .不失

一般性 ,假设 c, x∈ E
n

, A为 m× n 矩阵 .为把 ( 1.92 )转化为 Kar-

markar 标准形式 ,将 En 中的正卦限映射变换成一个单纯形 .定义

变换

x′= T ( x ) , x∈ E
n

, x′∈ E
n + 1

, (1 .93)

具体形式是

x i′=
x i/ ai

∑
j

x j

aj
+ 1

, i = 1 ,⋯ , n ,

xn + 1′ = 1 - ∑
n

i = 1

x i′,

(1 .94)

其中 a= ( a1 ,⋯ , an )
T
为已知的内部起始点 ,每个分量均大于零 .

T ( x)的逆变换是

x i =
ai x i′
xn + 1′

, i = 1 ,⋯ , n . (1 .95)

变换 (1.94)将 En 中的正卦限
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P+ = { x∈ E
n

| x≥ 0} (1 .96)

映射成 E
n + 1
中的单纯形

Δ = { x∈ En + 1 | x≥ 0 ,∑
n + 1

i = 1

x i = 1 } . (1 .97)

将 (1.92)中 A的第 i 列记作 Ai ,定义矩阵 A′为

Ai′= ai Ai , i = 1 ,⋯ , n ,

An + 1′= - b,
(1 .98)

由 (1.95) , ( 1.98 )及 Ax= b,易知

∑
n + 1

i = 1

Ai′x i′= 0,即 A′x′= 0 . (1 .99)

定义 c′∈ E
n + 1
如下 :

ci′= aici ,  i = 1 ,⋯ , n ,

cn+ 1′ = 0 ,

则由 cT x = 0 推出 c′T x′= 0 .得到变换问题

min c′T x′ ;

s .t . A′x′= 0 ,

∑
n + 1

i = 1

xi′= 1 ,

x′≥ 0 .

( 1 .100)

(1 .100 )属于 Karmarkar标准形式 ,可用 1.8.4 节提供的算法进行

求解 .
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2  非线性规划

2.1  基础知识

2.1.1  非线性规划问题

  非线性规划处理的问题是在等式和/ 或不等式约束下优化某

个目标函数 ,求出最优解 .一般表示成 :

min f ( x) ;

s .t . gi ( x) ≥ 0 , i = 1 ,⋯ , m ,

hj ( x) = 0 , j = 1 ,⋯ , l .

( 2 .1)

其中 x∈ E
n

, f ( x)为目标函数 ( objective function) , gi ( x) , hj ( x)

为约束函数 (constrain t function) ,这些函数中 ,至少有一个是非线

性函数 .

约束条件有时写成集约束形式 , 令 S = { x | gi ( x)≥0 , i = 1 ,

⋯ , m; hj ( x) = 0 , j = 1 ,⋯ , l} , 称 S 为可行集或可行域 ( feasible

region ) . S 中的点称为可行点 .这样 , (2.1 )中的约束条件可用集约

束表示 .

min f ( x) ;

s .t . x∈ S .
( 2 .2)

特别 ,当 En 中每一点均为可行点时 , (2.2 )即

min  f ( x) , x∈ E
n

. ( 2 .3)

(2.3)称为无约束最优化问题 ( unconstrained optimization prob-

lem) .

例 2.1.1  设有 n 个市场 ,第 j 个市场的位置为 ( aj , bj ) , 对

·78·



某种货物的需要量为 qj , j = 1 ,⋯ , n .现计划建立 m 个货栈 ,第 i

个货栈的容量为 ci , i = 1 ,⋯ , m .试确定货栈的位置 , 使各货栈到

各市场的运输量与路程乘积之和最小 .

建立数学模型 .设第 i个货栈的位置为 ( x i , yi ) , i = 1 ,⋯ , m .

第 i个货栈供给第 j 个市场的货物量为 w i j , i = 1 , ⋯ , m , j = 1 ,

⋯ , n .第 i个货栈到第 j 个市场的距离为 di j ,定义为

di j = ( x i - aj )
2

+ ( y i - bj )
2

, ( 2 .4)

或

d i j = | x i - aj | + | yi - bj | . ( 2 .5)

目标是使运输量与路程乘积之和为最小 , 如果距离按式 ( 2.4 )定

义 ,就是使

∑
m

i = 1
∑

n

j = 1

w i j ( x i - aj )
2

+ ( yi - bj )
2

最小 .约束条件是

(1 ) 每个货栈向各市场提供的货物量之和不能超过它的容

量 ;

(2 ) 每个市场从各货栈得到的货物量之和应等于它的需要

量 ;

(3 ) 运输量不能为负数 .

数学模型如下 :

min ∑
m

i = 1
∑

n

j = 1

w i j ( x i - aj )
2

+ ( yi - bj )
2
;

s .t . ∑
n

j = 1

wi j ≤ ci  i = 1 ,⋯ , m ,

∑
m

i = 1

wi j = qj  j = 1 ,⋯ , n ,

 w i j ≥ 0  i = 1 ,⋯ , m; j = 1 ,⋯ , n .
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由于目标函数是非线性函数 ,因此是非线性规划 .

下面给出最优解概念 .

定义 2.1.2  设 f ( x)为目标函数 , S 为可行域 , x * ∈ S ,若对

每一个 x∈ S ,均成立 f ( x)≥ f ( x * ) ,则称 x * 为如下极小化问题

的最优解 (整体最优解 ) ( global optimal solu tion) .

min  f ( x) ;

s .t . x∈ S .

  定义 2.1.3  设 f ( x)为目标函数 , S 为可行域 , x * ∈ S ,若存

在 x* 的ε邻域

Nε( x* ) = { x | ‖ x - x* ‖ < ε,ε> 0 } ,

使得对每个 x∈ S∩ Nε( x * ) ,成立 f ( x)≥ f ( x * ) ,则称 x
*
为极

小化问题

min  f ( x) ;

s .t . x∈ S

的局部最优解 ( local optimal solution) .

对于极大化问题 ,可类似地定义整体最优解和局部最优解 .

2.1.2  凸集与凸函数

凸集 (convex set )和凸函数 ( convex function)在非线性规划的

理论中具有重要作用 .下面给出凸集和凸函数的一些基本知识 .

1  凸集

定义 2.1.4  设 S 为 E
n
中一个集合 ,若对 S 中任意两点 ,连

结它们的线段仍属于 S ;换言之 , 对 S 中任意两点 x( 1 )
, x( 2 )
及每

个实数λ∈[ 0 , 1] ,都有

λx( 1 )
+ (1 - λ) x( 2 )

∈ S ,

则称 S 为凸集 .λx( 1 )
+ ( 1 - λ) x( 2 )

称为 x( 1 )
和 x( 2 )
的凸组合 (con-

vex combination ) .

例 2.1.5  超平面 ( hyperplane) H> { x | pT x =α}为凸集 .

·98·



例 2.1.6  半空间 ( half space ) H
-
> { x | pT x≤α}为凸集 .

例 2.1.7  射线 L = { x | x = x( 0 ) +λd,λ≥0 }为凸集 .其中 d

是给定的非零向量 , x( 0 )
为定点 .

在凸集中 ,比较重要的特殊情形有凸锥和多面集 .

定义2.1.8  设有集合 C� En ,若对 C 中每一点 x ,当λ取任

何非负数时都有λx∈ C,则称 C 为锥 ,若 C 又为凸集 ,则称 C 为

凸锥 (convex cone) .

例 2.1.9  n 维向量α
( 1 )

,α
( 2 )

,⋯ ,α
( k )
的所有非负线性组合

∑
k

i = 1

λiα
( i )

| λi ≥ 0 , i = 1 ,⋯ , k

为凸锥 .

定义 2.1.10  有限个半空间的交 { x | Ax≤ b}称为多面集

( polyhedral set) .其中 A为 m× n 矩阵 , b为 m 维向量 .在凸集的

理论及应用中 ,极点和极方向的概念有着重要作用 .

定义2.1.11  设 S 为非空凸集 , x∈ S ,若 x不能表示成 S 中

两个不同点的凸组合 ;换言之 ,若假设

x = λx( 1 ) + ( 1 - λ) x( 2 ) ,λ∈ ( 0 , 1) ,

x( 1 )
, x( 2 )
∈ S ,必推得 x = x( 1 )

= x( 2 )
,则称 x是凸集 S 的极点 (ex-

treme poin t ) .

定义 2.1.12  设 S 为 E
n
中的闭凸集 , d为非零向量 ,如果对

S 中的每一个 x,都有射线

{ x + λd | λ≥ 0} � S ,

则称向量 d为 S 的方向 .又设 d( 1 )
, d( 2 )
是 S 的两个方向 ,若对任

何正数λ,都有 d( 1 )
≠λd( 2 )

,则称 d( 1 )
和 d( 2 )
是两个不同的方向 .

若 S 的方向 d不能表示成该集合的两个不同方向的正的线性组

合 ,则称 d为 S 的极方向 (extreme direction ) .

显然 ,有界集不存在方向 ,因而也不存在极方向 .对于无界集

才有方向的概念 .下面给出多面集的一个重要性质 .

·09·



定理 2.1.13  表示定理 ( represen tation theorem )  设 S =

{ x | Ax = b, x≥0 }为非空多面集 ,则有

(1 ) 极点集非空 ,且存在有限个极点 .x( 1 )
,⋯ , x( k )

.

(2 ) 极方向集合为空集的充要条件是 S 有界 .若 S 无界 ,则

存在有限个极方向 .d( 1 )
,⋯ , d( l)

.

(3 ) x∈ S 的充要条件是

x = ∑
k

j = 1

λjx( j )
+∑

l

j = 1

μjd( j)
,

∑
k

j = 1

λj = 1 ,

λj ≥ 0  j = 1 ,⋯ , k,

μj ≥ 0  j = 1 ,⋯ , l .

  根据表示定理 ,对于多面集只需研究其极点和极方向 .

下面是一般凸集所具有的重要性质 .

定理 2.1.14  设 S 是 E
n
中的非空闭凸集 , y| S ,则存在非

零向量 p 及数ε> 0 ,使得对每个 x∈ S ,成立 pT y≥ε+ pT x .

定理表明 ,当 S 为闭凸集 , y| S 时 ,能够做一个以 p 为法向

量的超平面 ,使点 y和凸集 S 各在一边 ,即将 y和 S 分离 .利用点

和凸集分离定理 ,易证在凸集每一边界点处存在支撑超平面 ,使凸

集位于此超平面的一侧 .

定理 2.1.15  设 S 是 E
n
中一个非空凸集 , y∈�S ,则存在非

零向量 p,使得对每一 x∈cl S ,成立 pT y≥pT x .

其中�S 表示集 S 的边界 ;cl S 表示集合 S 的闭包 (closure ) ,即

S 的内点与边界点组成的集合 .

若两个凸集的交集为空集 ,则可用超平面将其分离 .

定理2.1.16  设 S1 和 S2 是 E
n
中两个非空凸集 ,且 S1∩ S2

=� ,则存在非零向量 p,使
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inf{ pT x| x∈ S1 } ≥ sup{ pT x| x∈ S2 } .

  利用凸集分离定理 ,可以证明 Farkas 定理和 Gordan 定理 ,它

们在最优化理论的研究中具有重要作用 .

定理 2.1.17( Farkas 定理 )  设 A为 m× n 矩阵 , c为 n 维向

量 ,则 Ax≤0 , cT x > 0 有解的充要条件是 AT y= c, y≥0 无解 .

这个定理把不等式组是否有解与方程组是否无非负解相联

系 .

定理 2.1.18( Gordan 定理 )  设 A 为 m× n 矩阵 ,则 Ax < 0

有解的充要条件是不存在非零向量 y≥0 ,使 AT y = 0

2  凸函数

定义 2.1.19  设 S 为 E
n
中的非空凸集 , f 是定义在 S 上的

实函数 .如果对任意的 x( 1 ) , x( 2 )∈ S 及每个数λ∈ ( 0 , 1) ,都有

f (λx( 1 )
+ ( 1 - λ) x( 2 )

) ≤λf ( x( 1 )
) + (1 - λ) f ( x( 2 )

) ,

则称 f 为 S 上的凸函数 (convex function) .

如果对任意相异的 x( 1 )
, x( 2 )
∈ S ,及每个数λ∈ ( 0 , 1) ,都有

f (λx( 1 ) + ( 1 - λ) x( 2 ) ) < λf ( x( 1 ) ) + (1 - λ) f ( x( 2 ) ) ,

则称 f 为 S 上的严格凸函数 ( strictly convex function ) .

如果 - f 为 S 上的凸函数 , 则称 f 为 S 上的凹函数 (concave

function) .

下面列举凸函数的一些性质 .

定理 2.1.20  设 f 是定义在凸集 S 上的凸函数 ,实数λ≥0 ,

则λf 也是定义在 S 上的凸函数 .

定理 2.1.21  设 f1 和 f2 是定义在凸集 S 上的凸函数 ,则 f1

+ f2 也是定义在 S 上的凸函数 .

由上述两个性质可知 ,有限个凸函数的非负线性组合仍为凸
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函数 .

定理 2.1.22  设 S 是 E
n
中一个非空凸集 , f 是定义在 S 上

的凸函数 ,则水平集 ( level set ) Sα = { x | x∈ S , f ( x)≤α}是凸集 .

关于连续性 ,有下列结论 :

定理 2.1.23  设 S 是 E
n
中一个凸集 , f 是定义在 S 上的凸

函数 ,则 f 在 S 的内部连续 .

定理 2.1.24  设 f 是一个凸函数 , x∈ E
n

,在 x处 f ( x)取有

限值 ,则 f 在 x处沿任何方向 d的右侧导数及左侧导数都存在 (包

括±∞ ) .

凸函数的重要性在于下面的基本性质 .

定理 2.1.25  设 S 是 E
n
中非空凸集 , f 是定义在 S 上的凸

函数 ,则 f 在 S 上的局部极小点是整体极小点 , 且极小点的集合

为凸集 .

运用凸函数的定义及性质判断一个函数是否为凸函数 ,一般

说来 ,比较复杂 .下面给出可微函数为凸函数的充分必要条件 ,运

用这些条件不难判断一个可微函数是否为凸函数 .先给出梯度和

Hesse矩阵的定义 .

定义 2.1.26  设函数 f ( x)存在一阶偏导数 , x∈ E
n

,则称向

量

� f ( x) =
�f ( x)
�x1
 
�f ( x)
�x2
 ⋯  
�f ( x)
�x n

T

为 f ( x)在点 x处的梯度 ( gradien t ) .

梯度的方向是在该点函数值上升最快的方向 .

定义 2.1.27  设函数 f ( x)存在二阶偏导数 , x∈ En ,则称矩

阵

·39·



�2 f ( x) =

�2 f ( x)
�x

2
1
 
�2 f ( x)
�x1�x2

 ⋯  
�2 f ( x)
�x1�xn

�
2

f ( x)
�x2�x1

 
�

2
f ( x)
�x

2
2
 ⋯  
�

2
f ( x)
�x2�xn

⋯⋯  ⋯⋯  ⋯  ⋯⋯

�
2

f ( x)
�x n�x1

 
�

2
f ( x)
�xn�x2

 ⋯  
�

2
f ( x)
�x

2
n

为 f ( x)在点 x处的 Hesse矩阵 .

例 2.1.28  设二次函数

f ( x) =
1
2

xT Ax + bT x + c,

其中 A为 n 阶对称方阵 , x, b为 n 维列向量 , c为常数 .则 f ( x)

在 x处的梯度及 Hesse矩阵分别为

� f ( x) = Ax + b,

�
2

f ( x) = A .

  下面列举可微凸函数的一阶、二阶判别条件 :

定理 2.1.29  设 S 是 E
n
中非空开凸集 , f ( x)是定义在 S 上

的可微函数 ,则 f ( x)为凸函数的充要条件是对任意两点 x( 1 )
,

x( 2 )
∈ S ,成立

f ( x( 2 )
) ≥ f ( x( 1 )

) + � f ( x( 1 )
)

T
( x( 2 )

- x( 1 )
) .

而 f ( x)为严格凸函数的充要条件是对任意相异的 x( 1 ) , x( 2 )∈ S ,

成立

f ( x( 2 )
) > f ( x( 1 )

) + � f ( x( 1 )
)

T
( x( 2 )

- x( 1 )
) .

此条件称为可微函数的一阶判别条件 .

定理 2.1.30  设 S 是 E
n
中非空开凸集 , f ( x)是定义在 S 上

的二次可微函数 ,则 f ( x)是凸函数的充要条件为在每一点 x∈ S

处 Hesse矩阵是半正定的 .

定理 2.1.31  设 S 是 E
n
中非空开凸集 , f ( x)是定义在 S 上
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的二次可微函数 , 如果在每一点 x∈ S , Hesse 矩阵是正定的 , 则

f ( x)为严格凸函数 .

注意  最后一个定理的逆定理不成立 .若 f ( x)是定义在 S

上的严格凸函数 ,则在每一点 x∈ S 处 , Hesse矩阵是半正定的 .

利用以上几个定理容易判别一个可微函数是否为凸函数 ,特

别对于二次函数 ,是很方便的 .

例 2.1.32  给定二次函数

f ( x1 , x2 ) = 2 x
2
1 + x

2
2 - 2 x1 x2 + x1 + 1

=
1
2

( x1 , x2 )
4 - 2

- 2 2

x1

x2

+ x1 + 1 .

由于在每一点 ( x1 , x2 )处 Hesse矩阵

�
2

f ( x) =
4 - 2

- 2 2

是正定的 ,因此 f ( x)是严格凸函数 .

3  凸规划

定义 2.1.33  若在式 (2.1 )中 , f ( x)是凸函数 , gi ( x)是凹函

数 , hj ( x)是线性函数 ,则问题为求凸函数在凸集上的极小点 , 这

类问题称为凸规划 (convex program) .

凸规划是非线性规划中的一种重要特殊情形 ,它具有很好的

性质 ,正如定理 2.1.25 所述 ,凸规划的局部极小点就是整体极小

点 ,且极小点集合是凸集 .如果凸规划的目标函数是严格凸函数 ,

又存在极小点 ,则它的极小点是唯一的 .

2.1.3  无约束问题的极值条件

考虑问题

min  f ( x) , x∈ E
n

.

先给出局部极小点 ( local minimum poin t )的一阶必要条件 .

定理 2.1.34  设函数 f ( x)在点 x 处可微 ,若 x是局部极小
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点 ,则梯度� f ( x) = 0 .

再利用 f ( x)的 Hesse矩阵给定局部极小点的二阶必要条件 .

定理 2.1.35  设函数 f ( x)在点 x 处二次可微 ,若 x是局部

极小点 ,则梯度� f ( x) = 0 ,并且 Hesse矩阵�
2

f ( x)是半正定的 .

上述条件均非充分条件 ,阐述充分条件需要 Hesse 矩阵具有

正定性 .

定理 2.1.36  设函数 f ( x )在点 x 处二次可微 , 若梯度

� f ( x) = 0 ,且 Hesse矩阵�
2

f ( x)正定 ,则 x是局部极小点 .

例 2.1.37  利用极值条件求解下列问题 :

min  f ( x) >
1
3

x
3
1 +

1
3

x
3
2 - x

2
2 - x1 .

  解  根据 f ( x)的定义 ,有

�f
�x1

= x
2
1 - 1 ,
�f
�x2

= x
2
2 - 2 x2 .

令� f ( x) = 0 ,即 x
2
1 - 1 = 0 , x

2
2 - 2 x2 = 0 解此方程组得到驻点

x( 1 )
=

1

0
, x( 2 )

=
1

2
, x( 3 )

=
- 1

0
, x( 4 )

=
- 1

2
.

函数 f ( x)的 Hesse矩阵为

�
2

f ( x) =
2 x1 0

0 2 x2 - 2
.

由此可知 ,在点 x( 1 )
, x( 2 )

, x( 3 )
, x( 4 )
处的 Hesse矩阵依次是

�
2

f ( x( 1 )
) =

2 0

0 - 2
,�

2
f ( x( 2 )

) =
2 0

0 2
,

�2 f ( x( 3 ) ) =
- 2 0

0 - 2
,�2 f ( x( 4 ) ) =

- 2 0

0 2
.

由于矩阵�2 f ( x( 1 ) ) , �2 f ( x( 4 ) )不定 , 根据定理 2.1.35 , x( 1 ) 和

x( 4 )不是极小点 .在点 x( 3 )矩阵�2 f ( x( 3 ) )是负定的 ,因此 x( 3 )也

不是极小点 ,实际上它是极大点 .矩阵�
2

f ( x( 2 )
)正定 , 根据定理
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2.1.36 , x( 2 )
是局部极小点 .

2.1.4  约束问题的最优性条件

考虑约束问题 :

min f ( x) ;

s .t . gi ( x) ≥ 0 , i = 1 ,⋯ , m ,

hj ( x) = 0 , j = 1 ,⋯ , l .

( 2 .6)

可行域为

S = { x | gi ( x) ≥ 0 , i = 1 ,⋯ , m; hj ( x) = 0 , j = 1 ,⋯ , l} .

  下面介绍几个经常用到的概念 .

定义2.1.38  设 f ( x)是 En 上的实函数 , d是非零向量 , x∈

E
n

.若存在数δ> 0 ,使得对每个实数 λ∈ ( 0 ,δ) ,都有 f ( x +λd)

< f ( x) ,则称 d 为函数 f ( x)在 x处的下降方向 ( descent direc-

tion) .

如果 f ( x)是可微函数 ,且� f ( x)
T d < 0 ,则 d必为 f ( x)在 x

处的下降方向 .

定义 2.1.39  设集合 S� E
n

, x∈cl S , d是非零向量 ,若存在

数δ> 0 ,使得对每一个数 λ∈ ( 0 ,δ) ,都有 x +λd∈ S ,则称 d为

集合 S 在 x处的可行方向 (feasible direction) .

S 在 x处所有可行方向组成的集合 D = { d | d≠0 , x∈ cl S ,

v δ> 0 ,使得 "λ∈ (0 ,δ) ,有 x +λd∈ S}称为在 x处的可行方向

锥 (cone of feasible directions) .

定义2.1.40  设 S 是 E
n
中一个非空集合 , x∈cl S ,集合 T =

{ d|存在 x( k )
∈ S , x( k )

→ x, 以及λk > 0 , 使得 d = lim
k→∞
λk ( x( k )

-

x) } ,则称 T 为集合 S 在点 x的切锥 ( tangent cone) .

根据上述定义 ,如果序列{ x( k )
}� S 收敛于 x, x( k )

≠ x,使得

lim
k→∞

( x( k ) - x)/ ‖ x( k ) - x‖ = d,
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则方向 d∈ T .

定义 2.1.41  问题 (2.6 )中 ,任给一点 x∈ S 后 ,有些不等式

约束在 x处成立等式 ,它们的下标集不妨用 I 表示 ,即 " i∈ I ,均

成立 gi ( x) = 0 ,通常将约束条件 gi ( x)≥0 ( i∈ I)和等式约束 hj

( x) = 0 ( j = 1 , ⋯ , l )一并称为在 x 处起作用约束 ( active con-

strain t ) .

起作用约束在 x的邻域限制了可行点的范围 ,也就是说 , 当

点沿某些方向稍微离开 x 时 ,仍能满足这些约束条件 ;而沿着另

一些方向离开 x时 ,不论步长多么小 ,都将违背这些约束条件 .

其余约束情形则不同 ,当点稍微离开 x时 ,不论沿什么方向 ,

都不会违背 ,这些约束称为在 x处不起作用约束 .

这里先给出一阶必要条件 :

定理 2.1.42( F ritz John 条件 )  设在问题 ( 2.6)中 , x为可行

点 , I = { i | gi ( x) = 0 } , f 和 gi ( i∈ I )在 x可微 , gi ( i| I )在点 x

连续 , hj ( j = 1 ,⋯ , l )在 x连续可微 .如果 x是局部最优解 ,则存

在不全为零的数 w0 , w i ( i∈ I)和 vj ( j = 1 ,⋯ , l) ,使得

w0� f ( x) - ∑
i∈ I

w i� gi ( x) - ∑
l

j = 1

vj� hj ( x) = 0 ,

w0 , w i ≥ 0 , i∈ I .

  通常将满足 Fritz John 条件的点称为 F ritz John 点 .

定理 2.1.43(Kuhn-Tucker 定理 )  设在问题 ( 2.6)中 , x为可

行点 , I = { i | gi ( x) = 0} , f 和 gi ( i∈ I)在点 x可微 , gi ( i| I )在

点 x连续 , hj ( j = 1 ,⋯ , l )在点 x连续可微 ,向量集 {� gi ( x) ,�

hj ( x) | i∈ I , j = 1 ,⋯ , l}线性无关 .如果 x是局部最优解 ,则存在

非负数 w i ( i∈ I)和数 vj ( j = 1 ,⋯ , l ) ,使得

� f ( x) - ∑
i∈ I

w i� gi ( x) - ∑
l

j = 1

vj� hj ( x) = 0 .

  由上述定理知 ,在最优解处 ,目标函数的梯度可用起作用约束
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梯度的非负线性组合及等式约束梯度的线性组合来表示 .上述条

件还可写成等价形式 :

� f ( x) -∑
m

i = 1

w i� gi ( x) - ∑
l

j = 1

v j� hj ( x) = 0 . ( 2 .7)

w i gi ( x) = 0 , i = 1 ,⋯ , m . ( 2 .8)

(2.8 )称为互补松弛条件 ( complementary slackness condition) .

下面定义 Lagrange函数 .

L ( x, w, v) = f ( x) - ∑
m

i = 1

w i gi ( x) - ∑
l

j = 1

v j hj ( x) ( 2 .9)

(2.7 )可写作� x L ( x, w, v) = 0 , 其中 w = ( w 1 , ⋯ , w m )T , v =

( v1 ,⋯ , v l )
T
称为 K-T 乘子 , w和 v 也称为 Lagrange乘子 ( La-

grange multipliers) .一阶必要条件可以表达为

� x L ( x, w, v) = 0 ,

gi ( x ) ≥ 0  i = 1 ,⋯ , m ,

hi ( x ) = 0  i = 1 ,⋯ , l ,

w i gi ( x ) = 0  i = 1 ,⋯ , m ,

w i ≥ 0  i = 1 ,⋯ , m .

(2 .10)

  对于凸规划 ,下面给出最优解的充分条件 .

定理 2.1.44  设在式 ( 2.6 )中 , f 是凸函数 , gi ( i = 1 ,⋯ , m)

是凹函数 , hj ( j = 1 ,⋯ , l )是线性函数 , 可行域为 S , x∈ S , I =

{ i | gi ( x) = 0 } ,且在 x处 Kuhn-Tucker 必要条件成立 ,即存在 w i

≥0( i∈ I)及 v j , j = 1 ,⋯ , l使得

� f ( x) - ∑
i∈ I

w i� gi ( x) - ∑
l

j = 1

vj� hj ( x) = 0 ,

则 x是整体最优解 .

例 2.1.45  求下列问题的最优解 :
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min ( x1 - 2) 2 + ( x2 - 1) 2 ;

s .t . - x
2
1 + x2 ≥ 0 ,

- x1 - x2 + 2 ≥ 0 .

  解  先求满足 Kuhn-Tucker 必要条件的点 ,简称 Kuhn-Tuck-

er 点 .目标函数和约束函数的梯度分别是

� f ( x) =
2 ( x1 - 2)

2 ( x2 - 1)
,

� g1 ( x) =
- 2 x1

1
,

� g2 ( x) =
- 1

- 1
.

对于这个问题一阶必要条件 (2.10)如下 :

2 ( x1 - 2 ) + 2 w1 x1 + w2 = 0 ,

2 ( x2 - 1 ) - w1 + w2 = 0 ,

w1 ( - x
2
1 + x2 ) = 0 ,

w2 ( - x1 - x2 + 2) = 0 ,

- x
2
1 + x2 ≥ 0 ,

- x1 - x2 + 2 ≥ 0 ,

w1 , w2 ≥ 0 .

求解上述问题 ,得到

x1 = 1 , x2 = 1 , w1 =
2
3

, w2 =
2
3

.

x = (1 ,1 )
T
是 Kuhn-Tucker 点。由于本例是凸规划 ,根据 2.144 ,

x是这个问题的整体最优解 .参看图 2.1 .

最后 ,给出局部最优解的二阶必要条件和充分条件 .

定理 2.1.46  设 x 是问题 ( 2.6 )的局部最优解 , f , gi ( i =

1 ,⋯ , m)和 hj ( j = 1 , ⋯ , l )二阶连续可微 ,并存在满足 ( 2.10 )的
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图  2.1

乘子 w= ( w 1 ,⋯ , w m )和 v = ( v1 ,⋯ , v l ) , 再设在点 x约束规格

(constrain t qualification) G = T成立 ,则对每一个向量 d∈ G,都有

dT
�

2
x L ( x, w, v) d≥ 0 .

其中

�
2
x L ( x, w, v) = �2

f ( x) - ∑
m

i = 1

w i�
2

gi ( x) - ∑
l

j = 1

v j�
2

hj ( x)

是 Lagrange函数 L ( x, w, v)在点 x关于 x的 Hesse矩阵 .

为解释定理 2.1.46 中的 G和 T ,运用在点 x处起作用约束

定义一个集合

S = x

gi ( x) = 0 , i∈ I且 w i > 0

gi ( x) ≥ 0 , i∈ I且 w i = 0

hj ( x) = 0 , j = 1 ,⋯ , l

.

定理中的集合 G是集合 S 在 x的线性化锥 ,其定义为

G = d

� gi ( x) T d = 0 , i∈ I 且 w i > 0

� gi ( x) d≥ 0 , i∈ I 且 w i = 0

� hj ( x)
T d = 0 , j = 1 ,⋯ , l

. (2 .11)
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T 是集合 S 在 x的切锥 .定理 2.1.46 中所用约束规格即 : S 的线

性化锥与切锥相等 .这个约束规格不便于检验 ,可代之以其他约束

规格 ,比如 ,假设向量组� gi ( x) ( i∈ I) ,� hj ( x) ( j = 1 ,⋯ , l )线

性无关 .可以证明 ,若后者成立 ,则定理 2.1.46 中所用约束规格也

成立 .

定理 2.1.47  设在问题 ( 2.6)中 , f , gi ( i = 1 ,⋯ , m)和 hj ( j

= 1 ,⋯ , l )二次连续可微 , x 为可行点 , 存在乘子 w = ( w1 , ⋯ ,

w m )和v = ( v1 ,⋯ , v l )使条件 ( 2.10)成立 ,且对每个向量 d∈ G,

都有

dT
�

2
x L ( x, w, v) d > 0 ,

则 x是严格的局部最优解 .

其中集合 G 是由 G 中非零向量组成的集合 . G 的定义如

(2.11) .

例 2.1.48  考虑下列非线性规划

min x
2
1 + ( x2 - 2 )

2
;

s .t . βx2
1 - x2 = 0 .

其中β为某个实数 .讨论点 x( 0 )
= ( 0 , 0)

T
是否为局部最优解 .

解  目标函数 f ( x)和约束函数 h( x)在 x( 0 )
点的梯度分别为

� f ( x( 0 )
) =

0

- 4
, � h( x( 0 )

) =
0

- 1
.

设

0

- 4
- v

0

- 1
=

0

0
,

得到 v = 4 ,可知 x( 0 )
是 Kuhn-Tucker点 .Lagrange函数为

L ( x, v) = x
2
1 + ( x2 - 2)

2
- v (βx

2
1 - x2 ) ,

它关于 x的 Hesse矩阵是

�
2
x L =

2 - 2βv 0

0 2
.
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在点 x( 0 )
处 ,有

�
2
x L ( x( 0 )

, v ) =
2 - 8β 0

0 2
.

集合 G中的元素 d = ( d1 ,0 )
T

,其中 d1 可取任何实数 .这时有

dT
�

2
x L ( x( 0 )

, v) d = 2( 1 - 4β) d
2
1 .

  当β< 1/ 4 时 ,对每一个向量 d∈ G ,有 dT�2
x L ( x( 0 ) , v) d >

0 ,因此 x( 0 )
= ( 0 , 0)

T
是局部最优解 .

当β> 1/ 4 时 ,对每一个向量 d∈ G ,有 dT
�

2
x L ( x( 0 ) , v) d <

0 ,此时在点 x( 0 )
不满足局部最优解的二阶必要条件 ,因此 x( 0 )

=

(0 ,0 )
T
不是局部最优解 .

当β= 1/ 4 时 ,利用二阶条件得不出结论 .可用其他方法进行

判断 .这时原问题为 :

min x
2
1 + ( x2 - 2 )

2
;

s .t .
1
4

x
2
1 - x2 = 0 .

利用约束条件 ,从目标函数中消去一个变量 ,把约束问题转化成无

约束问题 :

min  4 x2 + ( x2 - 2)
2

.

易知 x( 0 )
= ( 0 , 0)

T
是局部最优解 .

可见 x( 0 )
是否为局部最优解 , 与参数 β的取值有关 .当β≤

1/ 4时 ,是局部最优解 ;当β> 1/ 4 时 ,不是局部最优解 .

2.1.5  一维搜索

求解非线性规划所用的计算方法 ,最常见的是迭代下降算法 .

其一般步骤是 ,得到点 x( k )
后 ,按某种规则确定一个方向 d( k )

,从

x( k )
出发沿此方向在直线 (或射线 )上求目标函数的极小点 ,从而

得到 x( k )
的后继点 x( k + 1 )

.再从 x( k + 1 )
出发重复以上步骤 ,直至求

得问题的解 .这种方法称为一维搜索 ,或线搜索 ( line search) .
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一维搜索可归结为单变量函数的极小化问题 .设目标函数为

f ( x) ,过点 x( k )
沿方向 d( k )

的直线可用点集来表示 ,记作

L = { x | x = x( k )
+λd( k )

, - ∞ < λ< ∞} .

求 f ( x)在直线 L上的极小点转化为求一元函数

φ(λ) = f ( x( k )
+ λd( k )

)

的极小点 .

以下考虑的问题一律记作

min  f ( x )  x ∈ E
1

. (2 .12)

  1  黄金分割法 (0.618法 )

先介绍黄金分割法 ( golden section method)原理 .

设 f 是定义在区间 [ a , b]上的单变量 x 的函数 .假定 f 是单

峰的 ,即有唯一的极小点 .在此假设下 ,可以选择两个试探点 ,使包

含极小点的区间缩短 .比如取点λ1 ,μ1∈ ( a , b) ,令 λ1 <μ1 ,极小

点记作 x .必有下列两种情形之一 :

(1 ) 如果 f (λ1 ) > f (μ1 ) ,则 x∈[λ1 , b] ;

(2 ) 如果 f (λ1 )≤ f (μ1 ) ,则 x∈[ a ,μ1 ] .

黄金分割法的基本思想是 ,通过选择试探点缩短包含极小点的区

间 ,不定区间缩短到一定程度时 ,区间内任一点都可作为极小点的

近似 .

初始区间记作 [ a1 , b1 ] , 第 k 次迭代时不定区间记作 [ ak ,

bk ] .黄金分割法计算试探点的公式如下 :

λk = ak + 0 .382( bk - ak ) , (2 .13)

μk = ak + 0 .618( bk - ak ) . (2 .14)

  运用黄金分割法 ,第 1 次迭代取两个试探点λ1 和 μ1 ,以后每

次迭代中 ,只需按照公式 ( 2.13 )或 ( 2.14 )新算一点 .

计算步骤 :

(1 ) 置初始区间[ a1 , b1 ]及精度要求 L > 0 ,计算试探点λ1 和

·401·



μ1 ,计算函数值 f (λ1 )和 f (μ1 ) .计算公式是 :

λ1 = a1 + 0 .382( b1 - a1 ) ,

μ1 = a1 + 0 .618( b1 - a1 ) .

令 k = 1 .

(2) 若 bk - ak < L ,则停止计算 .否则 ,当 f (λk ) > f (μk )时 ,

转 (3 ) ;当 f (λk )≤ f (μk )时 ,转 (4 ) .

(3) 置 ak + 1 =λk , bk + 1 = bk ,λk + 1 =μk , μk + 1 = ak + 1 + 0 .618

( bk + 1 - ak + 1 ) .计算函数值 f (μk + 1 ) ,转 (5 ) .

(4 ) 置 ak + 1 = ak , bk + 1 = μk ,μk + 1 =λk ,λk + 1 = ak + 1 + 0 .382

( bk + 1 - ak + 1 ) ,计算函数值 f (λk + 1 ) ,转 (5 ) .

(5 ) 置 k∶= k + 1 ,返回 (2 ) .

2  Fibonacci法

这种方法与黄金分割法类似 ,也是用于单峰函数 ,在计算过程

中 ,第 1 次迭代需要计算两个试探点 , 以后每次迭代只需新算一

点 ,另一试探点取自上次迭代 .Fibonacci 法与黄金分割法的主要

区别在于区间长度缩短比率不是常数 ,而是由 Fibonacci数确定 .

定义 2.1.49  设有数列 { Fk } ,满足条件 :

(1 ) F0 = F1 = 1 ,

(2 ) Fk + 1 = Fk + Fk - 1 , k = 1 , 2 ,⋯ ,

则称{ Fk }为 Fibonacci数列 .

Fibonacci数列表如下 :

k 0 �1 �2 `3 84 �5 �6 �7 �8 p9 H10 ;⋯

Fk 1 �1 �2 `3 85 �8 �13 �21 �34 �55 c89 ;⋯

  Fibonacci法在迭代中计算试探点的公式为

λk = ak +
Fn - k - 1

Fn - k+ 1
( bk - ak ) , k = 1 ,⋯ , n - 1 . (2 .15)
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μk = ak +
Fn - k

Fn - k + 1
( bk - ak ) , k = 1 ,⋯ , n - 1 . (2 .16)

其中 n 是计算函数值的次数 (不包括初始区间端点的计算 ) ,需要

事先给定 .

设初始区间长度 b1 - a1 及精度要求 (最终区间长度 ) L 已

知 ,可以求出计算函数值的次数 n (不包括初始区间端点函数值的

计算 ) .令 bn - an≤ L ,即

1
Fn

( b1 - a1 ) ≤ L ,

由此推出

Fn ≥
b1 - a1

L
. (2 .17)

先由 (2.17)求出 Fibonacci数 Fn ,再根据 Fn 确定计算函数值的次

数 n .

运用 Fibonacci法时 ,应注意下列问题 :

由于第 1 次迭代计算两个试探点 ,以后每次计算一个 ,这样经

过 n - 1 次迭代就算完 n 个试探点 .但是 ,在第 n - 1 次迭代中并

没有选择新的试探点 .根据公式 ( 2.15 )和 ( 2.16 ) ,必有

λn - 1 = μn - 1 =
1
2

( bn - 1 + an - 1 ) .

而λn - 1和μn - 1中的一个取自第 n - 2 次迭代中的试探点 .为了在

第 n - 1 次迭代中能够缩短不定区间 ,可在第 n - 2 次迭代之后 ,

这时已确定出λn - 1 =μn - 1 ,在λn - 1的右边或左边取一点 ,令

λn = λn - 1 ,μn = λn - 1 +δ,

其中辨别常数δ> 0 .

计算步骤 :

(1 ) 给定初始区间[ a1 , b1 ]和最终区间长度 L .求计算函数值

的次数 n ,使
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Fn ≥ ( b1 - a1 )/ L .

置辨别常数 δ> 0 .计算试探点 λ1 和 μ1 , 根据公式 ( 2.15 ) 和

(2.16)有 :

λ1 = a1 +
Fn - 2

Fn
( b1 - a1 ) ,

μ1 = a1 +
Fn - 1

Fn
( b1 - a1 ) ,

计算函数值 f (λ1 )和 f (μ1 ) .置 k = 1 .

(2 ) 若 f (λk ) > f (μk ) ,则转 ( 3 ) ;否则 ,即 f (λk )≤ f (μk ) ,则

转 (4 ) .

(3 ) 令 ak + 1 =λk , bk + 1 = bk ,λk + 1 =μk ,计算试探点μk + 1 :

μk + 1 = ak + 1 +
Fn - k - 1

Fn - k
( bk + 1 - ak + 1 ) ,

若 k = n - 2 ,则转 ( 6) ;否则 ,计算函数值 f (μk + 1 ) ,转 (5 ) .

(4 ) 令 ak + 1 = ak , bk + 1 =μk ,μk + 1 =λk ,计算λk + 1 :

λk+ 1 = ak+ 1 +
Fn - k - 2

Fn - k
( bk+ 1 - ak+ 1 ) ,

若 k = n - 2 ,则转 ( 6) ;否则 ,计算函数值 f (λk + 1 ) ,转 ( 5) .

(5 ) 置 k∶= k + 1 ,转 (2 ) .

(6) 令 λn = λn - 1 , μn = μn - 1 + δ, 计算函数值 f (λn ) 和 f

(μn ) .

若 f (λn ) > f (μn ) ,则令

an = λn , bn = bn - 1 ;

  若 f (λn )≤ f (μn ) ,则令

an = an - 1 , bn = λn .

  停止计算 ,极小点含于[ an , bn ] .

3  Newton法

设问题 (2.12)中 , f ( x )二次可微 .
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Newton 法的基本思想是 ,在估计点 x k 附近使 f′( x )线性化 ,

并求出这个线性函数的零点 .这样就得到一个估计点 xk + 1 .由此

推出迭代公式

xk + 1 = xk -
f′( x k )
f″( x k )

. (2 .18)

  运用公式 (2.18)进行迭代 ,直至

| x k + 1 - xk | < ε或 | f′( xk ) | < ε

时 ,迭代终止 .其中ε是事先给定的精度 .

运用 Newton法时 ,初始点的选择十分重要 ,若初始点靠近极

小点 ,则很快收敛 ;如果初始点远离极小点 ,迭代产生的点列可能

不收敛于极小点 .

定理 2.1.50  设 f ( x )存在连续三阶导数 , x 满足 f′( x ) = 0 ,

f″( x )≠0 ,初始点 x1 充分接近 x ,则 Newton 法产生的序列{ xk }

至少以 2 阶收敛速率收敛于 x .

定理 2.1.50 用到收敛阶的概念 ,定义如下 :

定义 2.1.51  设存在一序列{ x( k )
} , x( k )
∈ E

n
,收敛于点 x,

并且对所有充分大的 k 有 x( k )
≠ x .如果存在数 p 和α≠0 ,使得

lim
k→∞

‖ x( k + 1 )
- x‖

‖ x( k )
- x‖ p = α,

则称序列{ x( k )
}为 p 阶收敛 .

如果 p = 1 ,则称{ x( k )
}的收敛速率是线性的 .

4  割线法 (secant method)

这种方法的基本思想是 ,用割线逼近目标函数的导函数曲线

y = f′( x ) ,把割线的零点作为目标函数驻点的估计 ,如图 2.2 所

示 .

由此推出迭代公式

x k+ 1 = x k -
x k - x k - 1

f′( x k ) - f′( xk - 1 )
f′( xk ) . (2 .19)
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图  2.2

用这个公式进行迭代 ,得到序列 { xk } ,可以证明 ,在一定条件下 ,

这个序列收敛于解 .

定理 2.1.52  设 f ( x )存在连续三阶导数 , x 满足 f′( x ) = 0 ,

f″( x )≠0 ,若 x1 和 x2 充分接近 x ,则割线法产生的序列 { x k }收

敛于 x ,且收敛阶为 1.618 .

5  抛物线法 ( parabolic method)

抛物线法的基本思想是 ,在极小点附近 ,用二次三项式逼近目

标函数 f ( x ) ,令此二次三项式与 f ( x )在三点 x1 < x2 < x3 处有

相同的函数值 ,并假设 f ( x1 ) > f ( x2 ) , f ( x2 ) < f ( x3 ) ,求二次三

项式的极小点 ,作为 f ( x )极小点的一个估计 ,从而得到迭代公式

如下 :

x k =
( x

2
2 - x

2
3 ) f ( x1 ) + ( x

2
3 - x

2
1 ) f ( x2 ) + ( x

2
1 - x

2
2 ) f ( x3 )

2[ ( x2 - x3 ) f ( x1 ) + ( x3 - x1 ) f ( x2 ) + ( x1 - x2 ) f ( x3 ) ]
.

(2 .20)

  x k 作为 f ( x )的极小点的一个估计 .再从 x1 , x2 , x3 , x k 中选

择目标函数值最小的点及其左、右两点 ,给予相应的下标 ,即中间
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一点记作 x2 ,左、右两点分别记作 x1 和 x3 , 代入公式 ( 2.20 ) , 求

出极小点的新的估计值 x k + 1 ,依此类推 ,产生点列 { x k } .在一定的

条件下 ,这个点列收敛于问题的解 ,其收敛阶为 1.3 .在实际应用

中 ,只要满足精度要求即可 .一般用目标函数的下降量或位移来控

制 ,即当

| f ( x k+ 1 ) - f ( x k ) | < ε,

或者当

‖ x k+ 1 - x k‖ < δ

时 ,终止迭代 .其中ε,δ为事先给定的允许误差 .

注意 ,三个初始点 x1 < x2 < x3 的选择 ,必须满足

f ( x1 ) > f ( x2 ) , f ( x2 ) < f ( x3 ) ,

这样才能保证极小点在区间 ( x1 , x3 )内 .

6  三次插值法 (cubic interpolation method)

二点三次插值法的基本思想是 ,取两个初点 x1 和 x2 ( x1 <

x2 ) ,使得 f′( x1 ) < 0 及 f′( x2 ) > 0 ,构造一个三次多项式 ,使它与

f ( x )在 x1 和 x2 处有相同的函数值及导数值 ,用这个多项式的极

小点作为 f ( x )极小点的估计值 .用此方法的迭代公式为

x = x1 + ( x2 - x1 ) 1 -
f′( x2 ) + v + w

f′( x2 ) - f′( x1 ) + 2 w
,

(2 .21)

其中 v 和 w 利用下列公式计算 :

s =
3 [ f ( x2 ) - f ( x1 ) ]

x2 - x1
. (2 .22)

v = s - f′( x1 ) - f′( x2 ) . (2 .23)

w
2

= v
2

- f′( x1 ) f′( x2 ) . (2 .24)

  若 | f′( x ) |充分小 ,则 x 可作为 f ( x )的可接受的极小点 ;否

则 ,从 x1 , x2 和 x 中确定两个插值点 ,再利用上述公式进行计算 .
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计算步骤 :

(1 ) 给定初始点 x1 , x2 ,计算 f ( x1 ) , f ( x2 ) , f′( x1 ) , f′( x2 ) ,

要求满足条件 : x2 > x1 , f′( x1 ) < 0 , f′( x2 ) > 0 ,给定允许误差δ

> 0 .

(2 ) 按照公式 ( 2.22 ) ( 2.24 )和 ( 2.21 )计算 s, v , w 和 x .

(3 ) 若 | x2 - x1 |≤δ,则停止计算 ,得到点 x;否则 ,进行 ( 4) .

(4 ) 计算 f ( x ) , f′( x ) .若 f′( x ) = 0 ,则停止计算 ,得到点 x .

若 f′( x ) < 0 ,则令 x1 = x , f ( x1 ) = f ( x ) , f′( x1 ) = f′( x ) ,

转 (2 ) .

若 f′( x ) > 0 ,则令 x2 = x , f ( x2 ) = f ( x ) , f′( x2 ) = f′( x ) ,

转 (2 ) .

2.2  无约束非线性规划

考虑问题 :

min  f ( x) , x∈ E
n

(2 .25)

  求 f ( x)在 E
n
中的极小点 ,一般通过一系列一维搜索来实

现 ,其核心问题是选择搜索方向 .搜索方向不同则形成不同的最优

化方法 .

无约束问题的最优化方法一般分作两类 :一类在计算过程中

使用导数 ,可称为使用导数的最优化方法 ;另一类在计算过程中只

用到目标函数 ,通常称为直接方法 .本节中 ,首先给出使用导数的

方法 ,然后介绍直接方法 .

2.2.1  最速下降法

最速下降法 ( steepest descent method)由法国数学家 Cauchy

于 1847 年首先提出 .这种方法 ,在每次迭代中 , 沿最速下降方向

(负梯度方向 )进行搜索 .迭代公式为
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x( k + 1 )
= x( k )

+ λkd
( k )

,

d( k )
= - � f ( x( k )

) ,

λk : f ( x( k )
+ λkd

( k )
) = min

λ≥ 0
f ( x( k )

+ λd( k )
) .

(2 .26)

  算法如下 :

(1 ) 给定初点 x( 1 )
∈ E

n
,允许误差ε> 0 ,置 k = 1 .

(2 ) 求搜索方向 d( k )
= - � f ( x( k )

) .

(3 ) 若‖d( k )
‖ <ε,则停止计算 ;否则 ,从 x( k )

出发 ,沿 d( k )

进行一维搜索 ,求λk ,使得

f ( x( k )
+λkd

( k )
) = min

λ≥0
f ( x( k )

+λd( k )
) .

  (4 ) 令 x( k + 1 )
= x( k )

+λkd
( k )

,置 k∶= k + 1 ,转 (2 ) .

例 2.2.1  用最速下降法解下列问题

min  f ( x) = 2 x
2
1 + x

2
2 ,

初点 x( 1 )
= ( 1 , 1)

T
,ε=

1
10

.

解  第 1 次迭代

目标函数 f ( x)在点 x处的梯度及搜索方向为

� f ( x) =
4 x1

2 x2

, d( 1 )
= - � f ( x( 1 )

) =
- 4

- 2
,

‖d‖ = 2 5 >
1

10
.从 x( 1 )

= (1 , 1)
T
出发 ,沿方向 d( 1 )

进行一维搜

索 ,求得步长λ1 = 5/ 18 .在直线上的极小点

x( 2 ) = x( 1 ) + λ1 d( 1 ) =
-

1
9

4
9

.

  第 2 次迭代

f ( x)在点 x( 2 )处的最速下降方向为
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d( 2 )
= - � f ( x( 2 )

) =

4
9

-
8
9

,

‖d( 2 )
‖ =

4
9

5 >
1

10
.不满足精度要求 .从 x( 2 )

出发 ,沿方向 d( 2 )

进行一维搜索 ,得到步长λ2 = 5/ 12 ,沿此方向得到的极小点

x( 3 )
= x( 2 )

+ λ2 d( 2 )
=

2
27

1

1
.

  第 3 次迭代

f ( x)在点 x( 3 )处的最速下降方向

d( 3 )
= - � f ( x( 3 )

) =
4

27
- 2

- 1
,

由于‖d( 3 )
‖ >

1
10

, 不满足精度要求 .再从 x( 3 )
出发 ,沿 d( 3 )

作一

维搜索 ,得到λ3 = 5/ 18 .

x( 4 )
= x( 3 )

+ λ3 d( 3 )
=

2
243

- 1

4
.

这时有‖� f ( x( 4 )
)‖ <

1
10

,已满足精度要求 ,得到问题的近似解

x =
2

243
- 1

4
.

  实际上 ,问题的最优解 x * = (0 ,0 )
T

.

最速下降法在一定条件下是收敛的 .

定理 2.2.2  设 f ( x)是连续可微实函数 ,解集合 Ω= { x |�

f ( x) = 0 } ,最速下降算法产生的序列 { x( k )
}含于某个紧集 , 则序

列{ x( k ) }的每个聚点 x̂∈Ω .

最速下降法产生的序列是线性收敛 ( linear convergence)的 ,而

且收敛性质与极小点处 Hesse矩阵�
2

f ( x)的特征值有关 .

定理 2.2.3  设 f ( x)存在连续二阶偏导数 , x 是局部极小
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点 , Hesse矩阵�
2

f ( x)的最小特征值 a > 0 , 最大特征值为 A ,算

法产生的序列{ x( k )
}收敛于 x,则目标函数值的序列 { f ( x( k )

) }以

不大于
A - a
A + a

2

的收敛比线性地收敛于 f ( x) .

上述定理中 ,若令 r = A/ a ,则

A - a
A + a

2

=
r - 1
r + 1

2

< 1 ,

r 是对称正定矩阵�
2

f ( x)的条件数 ( condition number) .这个定

理表明 ,条件数越小 ,收敛越快 ;条件数越大 ,收敛越慢 .

用最速下降法极小化目标函数时 ,相邻两个搜索方向是正交

的 ,因此迭代产生的序列{ x( k )
}所循路径是“之”字形的 .当 x( k )

接

近极小点 x时 ,每次迭代移动的步长很小 ,这样就呈现出锯齿现

象 .当 Hesse矩阵�
2

f ( x)的条件数比较大时 ,锯齿现象的影响尤

为严重 .对此可作如下分析 :

粗略地讲 ,在极小点附近 ,目标函数一般可用二次函数近似 ,

其等值面接近椭球面 ,长轴和短轴分别位于对应最小特征值和最

大特征值的特征向量方向 ,其大小与特征值的平方根成反比 .最小

特征值与最大特征值相差越大 ,椭球面越扁 ,这就使得一维搜索沿

着“斜长谷”进行 .因此 ,当条件数很大时 ,要使迭代点充分接近极

小点 ,就需要走很大的弯路 ,计算效率很低 .

最速下降方向反映了目标函数的一种局部性质 .从局部看 ,最

速下降方向确是目标函数值下降最快的方向 ,选择这样的方向进

行搜索是有利的 .但从全局看 ,由于锯齿现象的影响 ,即使向着极

小点移近不太大的距离 ,也要经历不小的“弯路”,因此收敛速率大

为减慢 .最速下降法并不是收敛最快的方法 ,相反 ,从全局看 ,它的

收敛是比较慢的 .因此 ,最速下降法一般适用于计算过程的前期迭

代 ,或作为间插步骤 .当接近极小点时 ,再使用此法 ,试图达到迭代

的终止 ,并非有利 .
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2.2.2  Newton法

1  Newton法原理

设问题 (2.25)中 , f ( x)为二次可微实函数 .Newton 法的基本

思想是 ,用一个二次函数局部地近似 f ( x) ,然后求出此近似函数

的极小点 ,从而得到迭代公式 :

x( k + 1 )
= x( k )

- �
2

f ( x( k )
)

- 1
� f ( x( k )

) , (2 .27)

其中�
2

f ( x( k )
)

- 1
是 Hesse 矩阵�

2
f ( x( k )

)的逆矩阵 .这样 ,知道

x( k )
后 ,算出在这一点处目标函数的梯度和 Hesse 逆矩阵 , 代入

(2.27) ,便得到后继点 x( k + 1 )
,用 k + 1 代替 k ,再用 (2.27 )计算 ,

又得到 x( k + 1 )
的后继点 .依此类推 ,产生点列 { x( k )

} .在适当条件

下 ,这个序列收敛 .

定理 2.2.4  设 f ( x)为二次连续可微函数 , x∈ E
n

, x 满足

� f ( x) = 0 ,且�2 f ( x) - 1存在 .又设初始点 x( 1 )充分接近 x,使得

存在 k1 , k2 > 0 ,满足 k1 k2 < 1 ,且对每一个

x∈ { x|‖ x - x‖ ≤ ‖ x( 1 ) - x‖ }

成立

(1 ) ‖�
2

f ( x)
- 1
‖≤ k1 ,

(2 )
‖� f ( x) - � f ( x) - �

2
f ( x) ( x - x)‖

‖ x - x‖
≤ k2 ,

则 Newton法产生的序列收敛于 x .

当 Newton法收敛时 ,有下列关系 :

‖ x( k + 1 ) - x‖ ≤ C‖ x( k ) - x‖2 (2 .28)

其中 C是某个常数 .由此可知 , Newton 法至少二阶收敛 .特别地 ,

f ( x)为二次凸函数时 ,运用 Newton 法 ,经 1 次迭代达极小点 .

注意 ,当初始点远离极小点时 , Newton 法可能不收敛 .原因之

一 , Newton 方向

d = - �
2

f ( x)
- 1
� f ( x) (2 .29)
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不一定是下降方向 ,经迭代 ,目标函数值可能上升 .此外 ,即使目标

函数值下降 ,得到的点 x( k + 1 )
也不一定是沿 Newton 方向的最好

点或极小点 .因此有阻尼 Newton 法 .

2  阻尼 Newton法 ( damped Newton’s method)

阻尼 Newton法与原始 Newton 法的区别在于增加了沿 New-

ton 方向的一维搜索 ,其迭代公式是 :

x( k + 1 )
= x( k )

+ λkd
( k )

,

d( k )
= - �

2
f ( x( k )

)
- 1
� f ( x( k )

) ,

λk : f ( x( k ) + λkd( k ) ) = min
λ

f ( x( k ) +λd( k ) )

. (2 .30)

  计算步骤 :

(1 ) 给定初始点 x( 1 )
,允许误差ε> 0 ,置 k = 1 .

(2 ) 计算� f ( x( k )
) ,�

2
f ( x( k )

)
- 1

.

(3 ) 若‖� f ( x( k )
)‖ <ε,则停止迭代 ;否则 ,令

d( k )
= - �

2
f ( x( k )

)
- 1
� f ( x( k )

) .

  (4 ) 从 x( k )
出发 ,沿 d( k )

方向作一维搜索 :

min
λ

f ( x( k )
+λd( k )

) = f ( x( k )
+ λkd

( k )
) ,

令 x( k + 1 )
= x( k )

+λkd( k )
.

(5 ) 置 k∶= k + 1 ,转 (2 ) .

由于阻尼 Newton法含有一维搜索 ,因此 ,每次迭代目标函数

值一般有所下降 (决不会上升 ) .可以证明 ,阻尼 Newton 法在适当

条件下具有全局收敛性 ,且为二阶收敛 .

原始 Newton法和阻尼 Newton 法有共同缺点 :一是可能出现

Hesse矩阵奇异的情形 ,因此不能确定后继点 ;二是即使�
2

f ( x)

非奇异 ,也未必正定 ,因而 Newton 方向不一定是下降方向 ,这就

可能导致算法失效 .

例 2.2.5  用阻尼 Newton 法求解下列问题 :
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min  f ( x) > x
4
1 + x1 x2 + ( 1 + x2 )

2
.

  取初始点 x( 1 )
= ( 0 , 0 )

T
.在点 x( 1 )

处 , 函数 f ( x)的梯度和

Hesse矩阵分别为

� f ( x( 1 ) ) =
0

2
,�2 f ( x( 1 ) ) =

0 1

1 2
.

牛顿方向

d( 1 )
= - �

2
f ( x( 1 )

)
- 1
� f ( x( 1 )

) =
- 2

0
.

从 x( 1 )
出发沿 d( 1 )

方向作一维搜索 ,得到步长λ1 = 0 .因此经一次

迭代没有产生新点 ,仍然得到 x( 1 )
= ( 0 , 0 )

T
.显然 , x( 1 )

并不是问

题的极小点 .可见 ,从 x( 1 )出发 ,用阻尼 Newton 法求不出极小点 .

其原因在于 Hesse矩阵�
2

f ( x( 1 )
)非正定 .

3  Marquardt-Levenberg方法

为了使 Newton法适用于�
2

f ( x( k )
)不是正定的情形 ,人们对

于 Newton 法提出了若干修正方法 .Marquardt-Levenberg 方法就

是其中之一 .这种方法的迭代公式是 :

x( k + 1 ) = x( k ) + λkd( k ) ,

d( k ) = - G - 1
k � f ( x( k ) ) ,

Gk = �
2

f ( x( k )
) + βkQk ,

λk : f ( x( k )
+ λkd( k )

) = min
λ≥ 0

f ( x( k )
+ λd( k )

) ,

(2 .31)

其中βk 是一个非负数 , Qk 是给定的正定矩阵 .

迭代公式中 ,当βk 取得足够小时 , Gk 的第二项βk Qk 几乎不

起作用 ,因此方法近似于 Newton 法 ;当 βk 取得足够大时 , Gk 中

主要是βk Qk 起作用 ,又若 Qk 取为单位矩阵 ,此时近似于最速下降

法 .当�
2

f ( x( k )
)非正定时 ,只要 βk 取得足够大 ,便可保证 Gk 正

定 ,从而 d( k )
为下降方向 .

计算步骤 :
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(1 ) 给定 x( 1 )
,β1 , Q,ε,α> 1 ,置 k = 1 .

(2 ) 求出� f ( x( k ) ) ,�2 f ( x( k ) ) ,置β=β1 .

(3 ) 令 G =�2 f ( x( k ) ) +βQ .

(4 ) 若 G - 1
存在 ,则求出 G - 1

, 转向 ( 5 ) ;若 G - 1
不存在 , 置

β∶=αβ,转 (3 ) .

(5 ) 求 d( k )
= - G - 1
� f ( x( k )

) .

(6 ) 求 x( k + 1 ) = x( k ) +λkd( k ) ,其中λk 满足 :

f ( x( k )
+ λkd

( k )
) = min

λ
f ( x( k )

+ λd( k )
) .

若λk = 0 ,则置β∶=αβ,转 (3 ) ;如果λk≠0 ,则转 (7 ) .

(7 ) 若‖ x( k + 1 )
- x( k )
‖≤ε,则求得最优解 x * = x( k + 1 )

;若

‖ x( k + 1 )
- x( k )
‖ >ε,则置 k∶= k + 1 ,转 ( 2) .

2.2.3  共轭梯度法

1  共轭方向

共轭梯度法 (conjugate gradien t method)是以共轭方向 ( conju-

gate direction)作为搜索方向的一类算法 ,先给出有关概念及性质 .

定义 2.2.6  设 A是 n× n 对称正定矩阵 ,若 E
n
中的两个方

向 d( 1 )
和 d( 2 )
满足

d( 1 ) T Ad( 2 ) = 0 ,

则称这两个方向关于 A共轭 ,或称它们关于 A正交 .

若 d( 1 )
, d( 2 )

,⋯ , d( k )
是 E

n
中 k 个方向 ,它们两两关于 A 共

轭 ,即满足

d( i ) T Ad( j)
= 0 , i≠ j ,  i , j = 1 ,⋯ , k,

则称这组方向是 A共轭的 ,或称它们为 A的 k 个共轭方向 .

在上述定义中 ,如果 A为单位矩阵 ,则两个方向关于 A共轭

等价于两个方向正交 .因此共轭是正交概念的推广 .实际上 ,如果

A是一般的对称正定矩阵 , d( i )
和 d( j )
关于 A共轭 ,也就是方向
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d( i )
和方向 Ad( j )

正交 .

共轭方向具有下列性质 :

定理 2.2.7  设 A 是 n 阶对称正定矩阵 , d( 1 )
, d( 2 )

, ⋯ , d( k )

是 k 个 A 共轭的非零向量 ,则这组向量线性无关 .

定理 2.2.8  设有二次函数

f ( x) =
1
2

xT Ax + bT x + c

其中 A是 n 阶对称正定矩阵 , d( 1 )
, d( 2 )

,⋯ , d( k )
是 A共轭的非零

向量 .以任意 x( 1 )
∈ E

n
为初始点 ,依次沿方向 d( 1 )

, d( 2 )
,⋯ , d( k )

进行一维搜索 , 得到点 x( 2 )
, x( 3 )

, ⋯ , x( k + 1 )
, 则 x( k + 1 )

是函数 f

( x)在线性流形 ( linear manifold) x( 1 )
+ B k 上的唯一极小点 .特别 ,

当 k = n 时 , x( n + 1 )
是函数 f ( x)在 E

n
上的唯一极小点 .其中

B k = { x| x = ∑
k

i = 1

λid
( i)

,λi ∈ ( - ∞ , + ∞ ) } (2 .32)

是 d( 1 ) , d( 2 ) ,⋯ , d( k )生成的子空间 .

上述定理称为扩张子空间定理 (expanding subspace theorem) .

它表明 ,对于二次凸函数 ,若沿一组共轭方向搜索 ,经有限步迭代

必达到极小点 .这种性质称为二次终止性 ( quadratic termination ) .

利用扩张子空间定理 2.2.8 ,容易证明共轭方向的另一个性质 .

定理 2.2.9  设 f ( x) =
1
2

xT Ax + bT x + c, A 是 n 阶对称正

定矩阵 ,又设 d( 1 ) , d( 2 ) ,⋯ , d( k )是一组 A共轭的非零向量 , x( 0 ) ,

x( 1 )∈ En 为任意两点 ,从 x( 0 )出发 ,依次沿此 k 个方向搜索 ,得到

在流形 x( 0 ) + B k 上的极小点 x( a ) ,从 x( 1 )出发 ,依次沿这 k 个方

向搜索 ,得到在流形 x( 1 )
+ B k 上的极小点 x( b)

,则

d( 1 )
, d( 2 )

,⋯ , d( k )
, d( k+ 1 )

= x( b)
- x( a)

是 A共轭的 .

定理中的 B k 是 d( 1 )
, d( 2 )

,⋯ , d( k )
生成的子空间 .
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2  共轭梯度法

这是基于共轭方向的一类算法 .为书写简便起见 ,用 gk 表示

函数 f ( x)在点 x( k )
的梯度 ,即令 gk > � f ( x( k )

) .

共轭梯度法由 Hesteness 和 Stiefel于 1952 年为求解线性方程

组而提出 .后来用于求解无约束最优化问题 , 它是一种重要的方

法 .

共轭梯度法的基本思想是把共轭性与最速下降方法相结合 ,

利用已知点处的梯度构造一组共轭方向 ,并沿此组方向进行搜索 ,

求出目标函数的极小点 .根据共轭方向的基本性质 ,这种方法具有

二次终止性 .

先介绍 Fletcher-Reeves ( FR )共轭梯度法用于二次凸函数的

情形 .考虑问题

min  f ( x) >
1
2

xT Ax + bT x + c, (2 .33)

其中 x∈ E
n

, A 是对称正定矩阵 , c 是常数 .运用 Fletcher-Reeves

共轭梯度法时 ,迭代公式为

x( 1 )
给定 ,令 d( 1 )

= - g1 ,

x( k+ 1 ) = x( k ) + λkd( k ) ,

λk = -
gT

kd( k )

d( k ) T Ad( k ) ,

d( k + 1 )
= - gk+ 1 +βkd

( k )
,

βk =
d( k ) T Agk+ 1

d( k ) T Ad( k ) =
‖ gk + 1‖

2

‖ gk‖
2 .

(2 .34)

  计算步骤 :

(1 ) 给定初始点 x( 1 )
,置 d( 1 )

= - g1 , k = 1 .

(2 ) 从 x( k )
出发 ,沿 d( k )

搜索 ,求出λk .令

x( k + 1 )
= x( k )

+ λkd
( k )

.
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  (3 ) 计算 gk + 1 =� f ( x( k + 1 )
) ,若 gk + 1 = 0 ,则停止计算 .

(4 ) 令

βk =
‖ gk+ 1‖

2

‖ gk‖
2 ,

d( k+ 1 )
= - gk + 1 + βkd

( k )
.

  (5 ) 置 k∶= k + 1 ,返回 (2 ) .

例 2.2.10  用 Fletcher-Reeves 共轭梯度法求解下列问题 :

min  f ( x) > x2
1 + 2 x2

2 ,

初始点 x( 1 )
= ( 5 , 5)

T
.

解  在点 x处 ,目标函数 f ( x)的梯度� f ( x) =
2 x1

4 x2

.

第 1 次迭代 : 令

d( 1 )
= - g1 =

- 10

- 20
,

从 x( 1 )出发 ,沿方向 d( 1 )作一维搜索 ,求得步长

λ1 = -
gT

1 d( 1 )

d( 1 ) T Ad( 1 ) =
5

18
,

x( 2 )
= x( 1 )

+ λ1 d( 1 )
=

20
9

-
5
9

.

  第 2 次迭代 : 在点 x( 2 )
处 ,目标函数的梯度

g2 =

40
9

-
20
9

.

构造搜索方向 d( 2 )
.先计算因子β1 :

β1 =
‖ g2‖

2

‖ g1‖
2 =

4
81

.
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再令搜索方向

d( 2 )
= - g2 + β1 d( 1 )

=
100
81

- 4

1
,

从 x( 2 )
出发 ,沿 d( 2 )

作一维搜索 .求λ2 :

λ2 = -
gT

2 d( 2 )

d( 2 ) T Ad( 2 ) =
9

20
,

x( 3 )
= x( 2 )

+ λ2 d( 2 )
=

0

0
,

  在 x( 3 )
处 ,目标函数的梯度 g2 = ( 0 , 0 )

T
,经二次迭代即达极

小点 x( 3 )
= ( 0 , 0 )

T
.取得如此好的结果并非偶然 , Fletcher-Reeves

共轭梯度法用于二次凸函数时 ,有下列结论 :

定理 2.2.11  对于正定二次函数 f ( x) =
1
2

xT Ax + bT x + c

( A为 n 阶对称正定矩阵 ) ,具有精确一维搜索的 Fletcher-Reeves

法在 m(≤ n )次一维搜索后即终止 ,并且对所有 i ( 1≤ i≤ m ) ,有

下列关系 :

(1 ) d( i) T Ad( j )
= 0 , j = 1 , 2 ,⋯ , i - 1;

(2 ) gT
i gj = 0 , j = 1 , 2 ,⋯ , i - 1;

(3 ) gT
i d( i) = - gT

i gi , ( d( i )≠0 ) .

定理 2.2.11 表明 , Fletcher-Reeves 共轭梯度法所产生的搜索

方向 d( 1 )
, d( 2 )

,⋯ , d( m )
是 A 共轭的 ,根据定理 2.2.8 , 经有限次

迭代必达到极小点 .

这里要着重指出 ,选择最速下降方向作初始搜索方向 (即 d( 1 )

= - � f ( x( 1 )
) )是十分重要的 .如果选择别的方向作为初始搜索

方向 ,其余方向均按 Fletcher-Reeves方法构造 ,那么极小化正定二

次函数时 ,这样构造出来的一组方向不能保证共轭性 .

例 2.2.12  考虑问题

min  x
2
1 +

1
2

x
2
2 +

1
2

x
2
3 ,
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取初始点和初始搜索方向分别为

x( 1 )
=

1

1

1

和 d( 1 )
=

- 1

- 2

0

.

显然 , d( 1 )
不是目标函数在 x( 1 )

处的最速下降方向 .下面 , 用

Fletcher-Reeves法构造两个搜索方向 .

首先 ,从 x( 1 )
出发 ,沿方向 d( 1 )

搜索 ,求步长λ1 ,使它满足

f ( x( 1 )
+ λ1 d( 1 )

) = min
λ

f ( x( 1 )
+ λd( 1 )

) ,

得到λ1 = 2/ 3 ,从而得出

x( 2 )
= x( 1 )

+ λ1 d( 1 )
=

1
3

-
1
3

1

,

g2 =

2
3

-
1
3

1

.

令 d( 2 )
= - g2 +β1 d( 1 )

,根据公式 ( 2.34 ) ,有

β1 =
d( 1 ) T Ag2

d( 1 ) T Ad( 1 ) = -
1
9

,则

d( 2 )
=

-
5
9

5
9

- 1

.

  再从 x( 2 )出发 ,沿 d( 2 )搜索 ,求得步长λ2 = 21/ 26 ,从而得到
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x( 3 )
= x( 2 )

+ λ2 d( 2 )
=

-
9

78

9
78

5
26

,

g3 =

-
18
78

9
78

5
26

.

令 d( 3 )
= - g3 +β2 d( 2 )

,利用公式 (2.34)算出β2 .从而得到搜索方

向

d( 3 )
=

1
676

131

- 53

- 175

.

  容易验证 , d( 1 )
与 d( 2 )
关于 A共轭 , d( 2 )

与 d( 3 )
关于 A 共轭 ,

但是 d( 1 )与 d( 3 )不关于 A共轭 ,因此向量组 d( 1 ) , d( 2 ) , d( 3 )不是关

于 A共轭的 .在 Fletcher-Reeves 法中 , 初始搜索方向必须取最速

下降方向 ,这一点绝不可忽视 .

3  用于一般函数的共轭梯度法

Fletcher-Reeves共轭梯度法用于一般可微函数时 ,迭代公式

与 (2.34)略有不同 , 由于 f ( x)不一定为二次凸函数 , 因此在

(2.34)中一维搜索步长公式不再适用 .这时 ,可用 2.1.5 中介绍的

一维搜索方法求步长λk .

λk : f ( x( k )
+ λkd( k )

) = min
λ≥ 0

f ( x( k )
+ λd( k )

) . (2 .35)

其余公式不变 ,即可用于一般函数的情形 .Fletcher-Reeves 共轭梯

度法的计算步骤如下 :
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(1 ) 给定点 x( 1 )
,允许误差ε> 0 .置 y( 1 )

= x( 1 )
, d( 1 )

= - � f

( y( 1 ) ) , k = j = 1 .

(2 ) 若‖� f ( y( j )
)‖ <ε,则停止计算 ;否则 ,作一维搜索 ,求

λj ,满足

f ( y( j )
+λjd

( j)
) = min

λ≥ 0
f ( y( j)

+λd( j)
) ,

令 y( j + 1 )
= y( j )

+λjd
( j )

.

(3 ) 如果 j < n ,则作 (4 ) ;否则 ,进行 ( 5) .

(4 ) 计算� f ( y( j + 1 )
) ,置 d( j + 1 )

= - � f ( y( j + 1 )
) +βjd

( j)
,其

中

βj =
‖� f ( y( j + 1 )

)‖
2

‖� f ( y( j )
)‖

2 . (2 .36)

置 j∶= j + 1 ,转 (2 ) .

(5 ) 令 x( k + 1 )
= y( n + 1 )

, y( 1 )
= x( k + 1 )

, d( 1 )
= - � f ( y( 1 )

) ,置

j = 1 , k∶= k + 1 ,转 (2 ) .

Fletcher-Reeves法用于求任意函数的极小点时 ,一般说来 ,用

有限步迭代是达不到的 .迭代的延续可以采取不同的方案 .这里是

把 n 步作为一轮 ,每搜索一轮之后 ,取一次最速下降方向 ,开始下

一轮 .这种策略称为“重新开始”或“重置”.每 n 次迭代后以最速

下降方向重新开始的共轭梯度法 ,有时称为传统的共轭梯度法 .

共轭梯度法中 ,可以采取不同的公式计算βj (其他不变 ) , 因

而形成不同的共轭梯度法 .有以下几种常见形式 :

(1 ) Daniel法

这种方法中 ,计算βj 的公式为

βj =
d( j ) T
�

2
f ( x( j + 1 )

) gj + 1

d( j ) T�2 f ( x( j + 1 ) ) d( j) , (2 .37)

  (2 ) Sorenson-Wolfe法

计算βj 的公式是
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βj =
gT

j + 1 ( gj+ 1 - gj )

d( j ) T
( gj + 1 - gj )

. (2 .38)

  (3 ) Polak-Ribiere-Polyak 法

计算βj 的公式为

βj =
gT

j + 1 ( gj+ 1 - gj )

gT
j gj

. (2 .39)

  当极小化正定二次函数 ,初始搜索方向取负梯度时 ,以上三种

方法与 FR 共轭梯度法等价 .但是 ,对一般函数 f ( x) ,上述四种方

法 (2.34) , ( 2.37 ) ( 2.39 )求得的搜索方向并不相同 .这些共轭梯度

法计算效果大体一致 ,由于 FR 法 ( 2.34 )便于记忆和实现 ,所以人

们往往把它作为共轭梯度法的代表 .

共轭梯度法的收敛速度介于最速下降法与 Newton 法之间 ,

迭代要周期进行 ,即每迭代 n 次要重新开始 .

4  Best加速

为提高收敛速度 , 在共轭梯度法中 ,沿 n 个共轭方向搜索之

后 ,根据计算情况可采取一个加速步骤 .加速方案如下所述 :

已知一组共轭方向 d( 1 ) , d( 2 ) ,⋯ , d( n ) ;从 x( 1 )出发 ,沿这组方

向搜索得到点列 x( 1 ) , x( 2 ) ,⋯ , x( n + 1 ) .各点处的梯度记作 g1 , g2 ,

⋯ , gn + 1 .

(1 ) 记矩阵 M = ( d( 1 ) , d( 2 ) ,⋯ , d( n ) ) .

(2 ) 求向量组

qj =
gj + 1 - gj

‖ x( j + 1 )
- x( j )
‖

, j = 1 ,2 ,⋯ , n .

构成矩阵 D = ( q1 , q2 ,⋯ , qn )

(3 ) 求解 w

Dw = gn + 1 .

  (4 ) 求 s = - Mw,α= gT
n + 1 s .

(5 ) 若α< 0 ,则求 x( n + 2 ) = x( n + 1 ) +λn + 1 s,其中λn + 1由一维
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搜索确定 ,即使得

f ( x( n + 2 )
) = min

λ
f ( x( n + 1 )

+ λs) ,

这样完成一个加速步骤 .

若α≥0 ,则不加速 .

以上从 x( n + 1 )
到 x( n + 2 )

称为一个加速步 .

2.2.4  拟 Newton法

前面介绍的 Newton 法 , 突出优点是收敛很快 .但是 , 运用

Newton 法需要计算二阶偏导数 ,而且目标函数的 Hesse矩阵可能

是非正定 .为了克服 Newton 法的缺点 ,人们提出了拟 Newton 法 .

它的基本思想是 ,用不包含二阶导数的矩阵 Hk 取代 Newton法中

的 Hesse逆矩阵�
2

f ( x( k )
)

- 1
,再沿方向 d( k )

= - Hkgk 作一维搜

索 .由于构造近似矩阵 Hk 的方法不同 , 因而有不同的拟 Newton

法 .经理论证明和实践检验 ,拟 New ton 法已经成为一类公认的比

较有效的算法 .

1  DFP 法

构造 Hesse逆矩阵最早的 ,最巧妙的一种格式 ,由 Davidon 提

出 ,后来由 Fletcher 和 Powell作了改进 ,称为 DFP法 ,也称为变尺

度法 ( variable metric method) .

公式 (DFP )

Hk + 1 = Hk +
p( k ) p( k ) T

p( k ) T q( k ) -
Hkq( k ) q( k ) T Hk

q( k ) T Hkq
( k ) , (2 .40)

H1 为给定的 n 阶对称正定矩阵 ,一般令 H1 为单位矩阵 In ( n 阶

单位矩阵 ) .

计算步骤 :

(1 ) 给定初始点 x( 1 )
∈ E

n
,允许误差ε> 0 .

(2 ) 置 H1 = In ,计算出在 x( 1 )
处的梯度 g1 = � f ( x( 1 )

) .置 k

= 1 .
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(3 ) 令 d( k )
= - Hkgk .

(4 ) 从 x( k )
出发 ,沿方向 d( k )

搜索 ,求步长λk ,使它满足

f ( x( k )
+λkd

( k )
) = min

λ≥0
f ( x( k )

+λd( k )
) .

令 x( k + 1 )
= x( k )

+λkd
( k )

,计算 gk + 1 =� f ( x( k + 1 )
) .

(5 ) 检验是否满足收敛准则 , 若满足‖ gk + 1‖≤ε,则停止迭

代 ,得到 x = x( k + 1 )
.否则 ,进行 (6 ) .

(6 ) 若 k = n ,则令 x( 1 )
= x( k + 1 )

,返回 ( 2) ;否则 ,进行 (7 ) .

(7 ) 令 p( k )
= x( k + 1 )

- x( k )
, q( k )

= gk + 1 - gk .利用公式 (2.40)

计算 Hk + 1 ,置 k∶= k + 1 ,返回 ( 3) .

例 2.2.13  用 DFP方法求解下列问题 :

min  2 x
2
1 + x

2
2 - 4 x1 + 2 ,

初始点及初始矩阵分别取为

x( 1 )
=

2

1
, H1 =

1 0

0 1
.

  解  第 1 次迭代 :

在 x( 1 )
处的梯度及搜索方向为

g1 =
4

2
, d( 1 )

= - H1 g1 =
- 4

- 2
.

  从 x( 1 )
出发 ,沿方向 d( 1 )

作一维搜索 ,求步长λ1 :

min
λ≥0

f ( x( 1 )
+ λd( 1 )

) ,

得到步长λ1 = 5/ 18 .因此沿 d( 1 )
方向搜索得到的点 x( 2 )

及在此点

目标函数的梯度为

x( 2 )
= x( 1 )

+ λ1 d( 1 )
=

8
9

4
9

,
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g2 =

-
4
9

8
9

.

  第 2 次迭代 :

令

p( 1 )
= λ1 d( 1 )

=

-
10
9

-
5
9

,

q( 1 )
= g2 - g1 =

-
40
9

-
10
9

.

计算矩阵 H2 及搜索方向 d( 2 ) :

H2 = H1 +
p( 1 ) p( 1 ) T

p( 1 ) T q( 1 ) -
H1 q( 1 ) q( 1 ) T H1

q( 1 ) T H1 q( 1 )

=
1

306
86 - 38

- 38 305
.

d( 2 )
= - H2 g2 =

12
51

1

- 4
.

  从 x( 2 )
出发 ,沿方向 d( 2 )

搜索 :

min
λ≥0

f ( x( 2 )
+ λd( 2 )

) ,

得到λ2 = 17/ 36 ,经第 2 次迭代得到的点及在此点目标函数的梯

度分别为

x( 3 )
= x( 2 )

+ λ2 d( 2 )
=

1

0
及 g3 = � f ( x( 3 )

) =
0

0
.

因此 , x( 3 )
为最优解 .

DFP 算法具有正定性及二次终止性 .
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定理 2.2.14  若 gi≠0 , i = 1 , 2 ,⋯ , n ,则用 DFP方法构造的

矩阵 Hi ( i = 1 , 2 ,⋯ , n )为对称正定矩阵 .

根据这个定理 , DFP方法中搜索方向

d( k ) = - Hkgk (2 .41)

必为下降方向 .

定理 2.2.15  设用 DFP方法解下列问题 :

min  f ( x) >
1
2

xT Ax + bT x + c,

其中 A为 n 阶对称正定矩阵 .初始点 x( 1 )∈ En ,令 H1 为 n 阶对

称正定矩阵 ,则成立

(1 ) p( i) T Ap( j )
= 0 , 1≤ i < j≤ k ,

(2 ) Hk + 1 Ap( i ) = p( i) ,1≤ i≤ k .

其中 p( i )
= x( i + 1 )

- x( i)
=λid

( i )
,λi≠0 , k≤ n .

上述定理 2.2.15 中 ,当 k = n 时 ,有 Hn + 1 = A - 1
.

它表明 , DFP 方法中构造出来的搜索方向是一组 A 共轭方

向 ,因此 DF P方法具有二次终止性 .

关于 DFP方法用于一般函数时的收敛性 ,有如下结论 :

如果 f 是 En 上的二次连续可微实函数 ,对任意的 x̂∈ En ,存

在常数 m > 0 ,使得当 x∈ C( x̂) = { x | f ( x)≤ f ( x̂) } , y∈ E
n
时 ,

有

m‖ y‖2
≤ yT
�

2
f ( x) y, (2 .42)

则用 DFP方法产生的序列{ x( k )
}或终止于或收敛于 f 在 E

n
上的

唯一极小点 .

2  拟 Newton法的其他形式

公式 BFGS

HB FGS
k + 1 = Hk + 1 +

q( k ) T Hkq
( k )

p( k ) T q( k )
p( k ) p( k ) T

p( k ) T q( k )
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-
p( k ) q( k ) T Hk + Hkq

( k ) p( k ) T

p( k ) T q( k ) . (2 .43)

  这个重要公式是由 Broyden , Fletcher , Goldfarb 和 Shanno 于

1970 年提出的 .它可以像 DFP公式 ( 2.40 )一样使用 .数值计算表

明 , BFGS算法比较好 ,目前得到广泛应用 .计算步骤与 DFP 法相

同 ,只需将 Hk 改为 HB FGS
k .

公式 (秩 1 校正 )

Hk+ 1 = Hk +
( p( k )

- Hkq( k )
) ( p( k )

- Hkq( k )
)

T

q( k ) T
( p( k )

- Hkq
( k )

)
(2 .44)

计算步骤见 DFP 方法 , 其中凡计算 Hk 之处 , 均需改用公式

(2.44) .

采用秩 1 校正 ( rank-one correction)公式 ,算法在一定条件下

是收敛的 ,并具有二次终止性 .然而也存在一些困难 .首先 ,仅当

q( k ) T
( p( k )

- Hkq
( k )

) > 0 (2 .45)

时 ,由 ( 2.44 )得到的 Hk + 1才能保证正定性 ;其次 , 即使 ( 2.45 )成

立 ,由于舍入误差的影响 ,可能产生数值计算上的困难 .

3  自选尺度的拟 Newton算法

前面介绍的几种变尺度法 ,具有二次终止性 .这表示算法在早

期阶段有迅速进行的可能性 .对于 n 很大的问题 ,往往希望在完

成 n 次迭代之前就结束下降过程 ,因此保证算法在每一阶段都能

迅速进行才是本质问题 .自选尺度算法恰在这一点上具有优越性 ,

它在每一步具有有利的特征值结构 .

计算步骤 :

(1 ) 给定初始点 x( 1 )
∈ E

n
,允许误差ε> 0 .

(2 ) 令 H1 = In , g1 =� f ( x( 1 )
) ,置 k = 1 .

(3 ) 令 d( k )
= - Hkgk .

(4 ) 从 x( k )
出发 ,沿方向 d( k )

搜索 ,求步长λk ,使它满足 :

f ( x( k )
+ λkd( k )

) = min
λ≥ 0

f ( x( k )
+ λd( k )

)
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令 x( k + 1 )
= x( k )

+λkd
( k )

, gk + 1 =� f ( x( k + 1 )
) .

(5 ) 若‖ gk + 1‖≤ε,则停止迭代 ,得到点 x = x( k + 1 ) ;否则 ,进

行 (6 ) .

(6 ) 若 k = n ,则令 x( 1 )
= x( k + 1 )

,返回 ( 2) ;否则 ,进行 (7 ) .

(7 ) 令 p( k ) = x( k + 1 ) - x( k ) , q( k ) = gk + 1 - gk

Hk + 1 = Hk -
Hkq

( k ) q( k ) T Hk

q( k ) T Hkq
( k )

p( k ) T q( k )

q( k ) T Hkq
( k )

+
p( k ) p( k ) T

p( k ) T q( k )

置 k∶= k + 1 ,返回 ( 3) .

计算中 ,尺度因子取作

γk =
p( k ) T q( k )

q( k ) T Hkq
( k ) . (2 .46)

  4  适时方法

以最速下降法和 Newton 法的组合作为拟 Newton 法改进的

基础 ,可以给出适时方法 ,其计算步骤如下 :

(1 ) 给定 x( 0 )
,置 k = 0 .

(2 ) 令 Dk = 0 ( n 阶矩阵 ) .

(3 ) 令 d( k )
= - Dk� f ( x( k )

) .

(4 ) 求出 z( k )
= x( k )

+βkd
( k )

,

βk : f ( x( k )
+βkd( k )

) = min
β

f ( x( k )
+βd( k )

) .

  (5 ) 求 x( k + 1 )
= z( k )

- αk� f ( z( k )
) ,

αk : f ( x( k )
- αk� f ( z( k )

) ) = min
α

f ( x( k )
- α� f ( z( k )

) ) .

令 p( k )
= x( k + 1 )

- z( k )
,

q( k )
= � f ( x( k + 1 )

) - � f ( z( k )
) .

  ( 6) 如果 j = n ,则令 j = 0 ,并置 k∶= k + 1 ,返回 ( 2) ;否则 ,进

行 (7 ) .
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(7 ) 如果 ( p( k )
- Dkq

( k )
)

T q( k )
> 0 ,令

Dk + 1 = Dk +
( p( k )

- Dkq
( k )

) ( p( k )
- Dkq

( k )
)

T

( p( k )
- Dkq

( k )
)

T q( k )

置 j∶= j + 1;否则 ,令

Dk + 1 = Dk ,

置 k∶= k + 1 ,返回 ( 3) .

上述方法具有良好的收敛性 ,能够保证它每一步至少像最速

下降法那样快 .

2.2.5  最小二乘法

无约束最优化问题中 ,有些重要的特殊情形 ,比如目标函数由

若干个函数的平方和构成 .这类函数一般可以写成

F ( x ) =∑
m

i = 1

f
2
i ( x) ,  x ∈ E

n
(2 .47)

其中 x = ( x1 , x2 ,⋯ , xn )
T

, 一般假设 m≥ n .我们把极小化这类

函数的问题

min  F( x) > ∑
m

i = 1

f
2
i ( x) (2 .48)

称为最小二乘问题 ( least square problem ) .当每个 f i ( x)为 x的线

性函数时 ,称为线性最小二乘问题 .当 f i ( x)是 x 的非线性函数

时 ,称为非线性最小二乘问题 .

由于目标函数 F ( x)具有若干个函数平方和这种特殊形式 ,

因此给求解带来方便 .这类问题 ,除了能够运用一般求解方法外 ,

还有更为简便有效的解法 .下面介绍最小二乘法 ( least square

method) .

1  线性最小二乘问题的求解公式

假设在 (2.47)中 , f i ( x)为线性函数 :

f i ( x) = pT
i x - bi , i = 1 ,⋯ , m .
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其中 Pi 是 n 维列向量 , bi 是实数 .则可以用矩阵乘积形式来表达

∑
m

i = 1

f
2
i ( x) .

记作 A >

pT
1

⋯

pT
m

,  b >

b1

⋯

bm

,

A 是 m× n 矩阵 , b是 m 维列向量 .则

F ( x ) =∑
m

i = 1

f2
i ( x)

= ( Ax - b) T
( Ax - b) .

设 A列满秩 , AT A为 n 阶对称正定矩阵 .目标函数 F( x)的整体

极小点为

x = ( AT A ) - 1 AT b . (2 .49)

对于线性最小二乘问题 ,只要 AT A 非奇异 ,就可用公式 ( 2.49 )求

解 .

下面给出一个用最小二乘法求解线性方程组的例 .具体求解

方法是 ,用公式给出最小二乘解 ,再分析该解是否为线性方程组的

解 .

例 2.2.16  求解下列线性方程组
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x1 + x2 = 3 ,

2 x1 - 3 x2 = 2 ,

- x1 + 4 x2 = 4 .

  解  设方程组的系数矩阵为 A ,右端向量为 b:

A =

1 1

2 - 3

- 1 4

,  b =

3

2

4

,

将方程组写作 Ax = b .

求二次函数 f ( x) = ( Ax - b) T
( Ax - b)的极小点 .

先计算 ( AT A )
- 1

:

A
T A =

6 - 9

- 9 26
,  ( AT A )

- 1
=

26
75

9
75

9
75

6
75

.

再根据公式 (2.49) ,算出 f ( x)的极小点

x =

13
5

7
5

,

这个极小点称为最小二乘解 .

函数 f ( x)的极小值

fmin = ( Ax - b) T ( Ax - b) = 3 .

  此例中 , fmin≠0 表明 , 线性方程组无解 .当方程组有解时 ,最

小二乘解也是线性方程组的解 .

2  非线性最小二乘法

设在 (2.47)中 f i ( x)是非线性函数 ,且 F ( x)存在连续偏导

数 .由于 f i ( x)是非线性函数 , ( 2.48 )为非线性最小二乘问题 ,因

此不能使用公式 (2.49) .解非线性最小二乘问题的基本思想是 ,通

·531·



过解一系列线性最小二乘问题求非线性最小二乘问题的解 .设

x( k )
是解的第 k次近似 .在 x( k )

将 f i ( x)线性化 ,把原来问题转化

成线性最小二乘问题 , 运用公式 ( 2.49 ) 求出此问题的极小点

x( k + 1 ) ,把它作为非线性最小二乘问题解的第 k + 1 次近似 .再从

x( k + 1 )出发 ,重复以上过程 .

迭代公式如下 :

x( k + 1 )
= x( k )

- ( AT
k Ak )

- 1 AT
k f( k )

. (2 .50)

其中

Ak =

� f1 ( x( k )
)

T

⋯

� f m ( x( k )
)

T

=

�f1 ( x( k )
)

�x1
,
�f1 ( x( k )

)
�x2

,⋯ ,
�f1 ( x( k )

)
�xn

�f m ( x( k )
)

�x1
,
�fm ( x( k )

)
�x2

,⋯ ,
�fm ( x( k )

)
�xn  

,

f( k )
=

f1 ( x( k )
)

f2 ( x( k )
)

⋯

f m ( x( k )
)

.

x( k + 1 )
作为 F( x)的极小点的第 k + 1 次近似 .

公式 (2.50)可以写作

x( k+ 1 ) = x( k ) - H - 1
k � F( x( k ) ) (2 .51)

其中

� F( x( k )
) = 2 AT

k f
( k )

(2 .52)

为目标函数 F( x)在点 x( k )处的梯度 .

H - 1
k 为 Hk 的逆阵 .

·631·



Hk = 2 AT
k Ak . (2 .53)

  显然 , ( 2.51 ) 与 Newton 迭代公式类似 .通常称 ( 2.50 ) 或

(2.51)为高斯-牛顿公式 .

定义 2.2.17  向量 d( k ) = - ( AT
k Ak ) - 1 AT

k f( k )称为在点 x( k )

处的高斯-牛顿方向 .

为保证每次迭代能使目标函数值下降 (至少不能上升 ) ,在求

出方向 d( k )
后 ,不直接用 x( k )

+ d( k )
作为第 k + 1 次近似 ,而是从

x( k )出发 ,沿这个方向进行一维搜索 :

min
λ

F( x( k )
+ λd( k )

) ,

求出步长λk 后 ,令

x( k + 1 )
= x( k )

+ λkd
( k )

,

把 x( k + 1 )
作为第 k + 1 次近似 .依此类推 , 直至得到满足要求的

解 .

计算步骤 :

(1 ) 给定初点 x( 1 )
,允许误差ε> 0 ,置 k = 1 .

(2 ) 计算函数值 f i ( x( k )
) , i = 1 ,⋯ , m ,得到公式 (2.50 )中的

向量 f( k )
.再计算一阶偏导数

ai j =
�f i ( x( k )

)
�x j

, i = 1 ,⋯ , m; j = 1 ,⋯ , n .

得到 m× n 矩阵 Ak = ( ai j ) m× n .

(3 ) 解方程组

AT
k Akd = - AT

k f
( k )

, (2 .54)

求得高斯-牛顿方向 d( k )
.

(4 ) 从 x( k )
出发 ,沿 d( k )

作一维搜索 .求步长λk ,使得

F( x( k ) + λkd( k ) ) = min
λ

F( x( k ) +λd( k ) ) ,

令 x( k + 1 )
= x( k )

+λkd
( k )

.

(5) 若‖ x( k + 1 )
- x( k )
‖≤ε,则停止计算 ,得解 x = x( k + 1 )

;
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否则 ,置 k∶= k + 1 ,返回 (2 ) .

3  最小二乘法的改进

前面介绍的最小二乘法 ,有时会出现矩阵 AT
k Ak 是奇异阵或

接近奇异阵 .这时求 ( AT
k Ak )

- 1
或解方程组 ( 2.54 )会遇到很大困

难 ,甚至不能进行 .因此 ,人们对最小二乘法作了进一步修正 .所用

的基本技巧是把一个正定对角矩阵加到 AT
k Ak 上去 , 改变原矩阵

的特征值结构 ,使它变成条件数较好的对称正定矩阵 ,从而给出修

正的最小二乘法 .

下面给出修正方法之一 , Marquardt 法 .在这种算法中 ,令

d( k )
= - ( AT

k Ak + αkI ) - 1 AT
k f

( k )
(2 .55)

其中 I 为 n 阶单位矩阵 ,αk 是一个正实数 .显然 ,当αk = 0 时 , d( k )

就是 Gauss-Newton 方向 .当αk 充分大时 ,逆矩阵 ( AT
k Ak +αkI ) - 1

主要取决于αk I ,这时 d( k )接近 F( x)在点 x( k )处的最速下降方向

( - � F( x( k )
) ) .一般地 ,当αk∈ ( 0 , + ∞ )时 , ( 2.55 )所确定的方

向 d( k )
介于 Gauss-Newton 方向与最速下降方向之间 .实际计算

中 ,αk 需选用合适的数值 ,不宜过大 ,也不宜太小 .

计算步骤 :

(1 ) 给定初始点 x( 1 ) ,初始参数 α1 > 0 ,增长因子β> 1 ,允许

误差ε> 0 ,计算 F( x( 1 )
) ,置α=α1 , k = 1 .

(2 ) 置α∶=α/ β,计算

f( k )
= ( f1 ( x( k )

) ,⋯ , fm ( x( k )
) )

T
,

Ak =

�f1 ( x( k )
)

�x1
,⋯ ,
�f1 ( x( k )

)
�xn

�f m ( x( k )
)

�x1
,⋯ ,
�fm ( x( k )

)
�xn  

.

  (3 ) 解方程
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( AT
k Ak + αI ) d = - AT

k f
( k )

,

求得方向 d( k )
,令

x( k + 1 )
= x( k )

+ d( k )
.

  (4 ) 计算 F( x( k + 1 )
) .若 F( x( k + 1 )

) < F( x( k )
) ,则转步 ( 6) ;否

则 ,进行 ( 5) .

(5 ) 若‖ AT
k f( k )
‖≤ε,则停止计算 ,得到解 x = x( k )

;否则 ,置

α∶=βα,转 ( 3) .

(6 ) 若‖ AT
k f

( k )
‖≤ε,则停止计算 ,得到解 x = x( k + 1 )

;否则 ,

置 k∶= k + 1 ,返回 ( 2) .

初始参数α1 和因子β应取适当数值 ,比如 ,根据经验可取α1

= 0 .01 ,β= 10 .

在上述算法中 ,若把停步准则改为当梯度� F( x( k )
) = 0 时算

法终止 ,则 Marquard t 法可能产生无穷序列 { x( k )
} .这样 ,关于算

法的收敛性 ,有下列定理 :

定理 2.2.18  设 x̂∈ E
n

, F( x̂) =σ,水平集

Sσ = { x | F( x) ≤σ}

有界 ,由 ( 2.53 )所定义的 Hk 在 Sσ上恒为正定矩阵 ,初始点 x( 1 )
∈

Sσ ,则按 Marquardt法产生的序列 { x( k ) }满足 .

(1 ) 当{ x( k ) }为有穷序列时 ,序列的最后一个元素是 F( x)的

稳定点 ;

(2 ) 当{ x( k )
}为无穷序列时 ,它必有极限点 ,而且极限点必为

F( x)的稳定点 .

2.2.6  模式搜索法

模式搜索法 ( pattern search method )是由 Hooke 和 Jeeves 于

1961 年提出的 ,因此又称为 Hooke-Jeeves 方法 .其基本思想 ,从几

何上讲 ,是寻找具有较小函数值的“山谷”,力图使迭代产生的序列

沿“山谷”逼近极小点 .算法从初始基点开始 ,包括两种类型的移
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动 ,这就是 探测移动 ( exploratory move ) 和模式移动 ( pattern

move ) .探测移动依次沿 n 个坐标轴进行 ,用以确定新的基点和有

利于函数值下降的方向 .模式移动沿相邻两个基点连线方向进行 ,

试图顺着“山谷”使函数值更快减少 .两种移动交替进行 .

设目标函数为 f ( x) , x∈ E
n

,第 j 个坐标方向记作

ej = ( 0 ,⋯ , 0 , 1
j
, 0 ,⋯ , 0)

T
.

  计算步骤 :

(1) 给定初始点 (第一个基点 ) x( 1 )
∈ E

n
, n 个坐标方向 e1 ,

e2 ,⋯ , en ,初始步长δ,加速因子α≥1 ,缩减率β∈ ( 0 , 1 ) ,允许误

差ε> 0 ,置 y( 1 )
= x( 1 )

, k = 1 , j = 1 .

(2 ) 如果 f ( y( j )
+δej ) < f ( y( j )

) ,则令 y( j + 1 )
= y( j )

+δej ,进

行 (4 ) ;否则 ,进行 ( 3) .

(3 ) 如果 f ( y( j )
- δej ) < f ( y( j )

) ,则令 y( j + 1 )
= y( j )

- δej ,进

行 (4 ) ;否则 ,令 y( j + 1 )
= y( j)

,进行 ( 4) .

(4 ) 如果 j < n ,则置 j∶= j + 1 ,转步 (2 ) ;否则 ,进行 ( 5) .

(5 ) 如果 f ( y( n + 1 )
) < f ( x( k )

) ,则进行步 ( 6) ;否则 ,进行 (7 ) .

(6 ) 置基点 x( k + 1 )
= y( n + 1 )

,令

y( 1 )
= x( k + 1 )

+ α( x( k + 1 )
- x( k )

) ,

置 k∶= k + 1 , j = 1 ,转 ( 2) .

(7 ) 如果δ≤ε, 则停止迭代 , 得到点 x( k )
;否则 , 置δ∶=βδ,

y( 1 ) = x( k ) , x( k + 1 ) = x( k ) , k∶= k + 1 , j = 1 ,转 ( 2) .

例 2.2.19  用模式搜索法求解下列问题

min  f ( x) > (1 - x1 )
2

+ 5( x2 - x
2
1 )

2

取初始点 x( 1 )及坐标方向 e1 , e2 分别为

x( 1 )
=

2

0
, e1 =

1

0
, e2 =

0

1
.

令δ= 1/ 2 ,α= 1 ,β= 1/ 2 .
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解  先在 x( 1 )
周围进行探测移动 .第 1 轮探测完成后 ,得到第

2 个基点

x( 2 )
=

3
2

1
2

.

  再沿方向 x( 2 )
- x( 1 )
进行模式移动 ,将得到的点记作 y( 1 )

,则

y( 1 )
= x( 2 )

+α( x( 2 )
- x( 1 )

) =
1

1
.

  模式移动后 ,立即从得到的点 y( 1 )
出发 , 进行第 2 轮探测移

动 .这轮探测结果仍然得到点 ( 1 , 1) T ,而在这一点处目标函数值比

前一个基点 x( 2 )
处的目标函数值有所下降 ,即

f ( 1 , 1) = 0 < f
3
2

,
1
2

=
249
16

,

这表明模式移动是成功的 .因此得到第 3 个基点 x( 3 )
= (1 ,1 )

T
.

现在进行第 2 次模式移动 ,这一次从新的基点 x( 3 )
出发 ,沿基

点 x( 2 )
到 x( 3 )
的连线方向进行 .把得到的点仍记作 y( 1 )

,

令 y( 1 )
= x( 3 )

+ α( x( 3 )
- x( 2 )

) =

1
2

3
2

.

  然后 ,从 y( 1 )
出发 ,进行第 3 轮探测移动 .作下去将会发现 ,第

2 次模式移动并不成功 .因此退回到基点 x( 3 )
.减小步长 , 令δ∶=

βδ= 1/ 4 .在 x( 3 )周围进行探测 ,结果仍失败 ,必须继续缩减步长 .

作下去必能得出结论 , x( 3 )
是局部最优解 .对此问题 ,容易用解析

方法验证所得到的结论 .

在上面例中 ,探测移动沿各坐标方向所取步长相同 .实际上 ,

不同坐标方向可以给定不同的步长 ,方法上可有一定的灵活性 .
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2.2.7  Rosenbrock算法

Rosenbrock 算法又称为转轴法 .它与 Hooke-Jeeves 方法有类

似之处 ,也是顺着“山谷”求函数的极小点 .

Rosenbrock 算法包括探测阶段和构造方向两部分内容 .探测

阶段中 ,从一点出发 ,依次沿 n 个单位正交方向进行探测移动 ,一

轮探测之后 ,再从第 1 个方向开始继续探测 .经过若干轮探测移

动 ,完成一个探测阶段 .然后 ,构造一组新的单位正交方向 ,称之为

转轴 ,在下一次迭代中 ,将沿这些方向进行探测 .

探测阶段中所用探测方法与 Hooke-Jeeves 方法类似 .构造新

的单位正交方向的方法分作两步 .先利用当前的搜索方向和迭代

中得到的数据构造一组线性无关的方向 ,然后利用 Gram-Schmidt

正交化方法 ,将其正交化及单位化 .具体方法如下 :

设原来的搜索方向为

d( 1 )
, d( 2 )

,⋯ , d( n )
,

现在定义一组新的方向

p( 1 )
, p( 2 )

,⋯ , p( n )
,

使得

p( j )
=

d( j )
, 当λj = 0;

∑
n

i = j

λid
( i )

, 当λj ≠ 0 .
(2 .56)

其中λj 是探测阶段中沿 d( j )
方向的步长 .

然后正交化 ,令

q( j )
=

p( j) , j = 1;

p( j) -∑
j - 1

i = 1

q( i) T p( j)

q( i) T q( i) q( i) , j≥ 2 .
(2 .57)

  再单位化 ,令
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d( j )
=

q( j )

‖ q( j )
‖

, j = 1 ,2 ,⋯ , n . (2 .58)

  下一个探测阶段 ,将沿方向 d( j)
进行搜索 .

计算步骤如下 :

(1 ) 给定初始点 x( 1 )
∈ E

n
,单位正交方向 d( 1 )

, d( 2 )
,⋯ , d( n )

,

一般取坐标方向 ,沿各方向的步长分别为δ
( 0 )
1 ,δ

( 0 )
2 ,⋯ ,δ

( 0 )
n ,放大

因子α> 1 ,缩减因子β∈ ( - 1 , 0 ) ,允许误差ε> 0 .置 y( 1 )
= x( 1 )

,

δi =δ
( 0 )
i , i = 1 , 2 ,⋯ , n .

k = 1 , j = 1 .

(2 ) 如果 f ( y( j)
+ δjd

( j )
) < f ( y( j )

) , 则令 y( j + 1 )
= y( j )

+

δjd( j) ,δj∶=αδj ;

如果 f ( y( j)
+δjd( j )

)≥ f ( y( j)
) ,则令 y( j + 1 )

= y( j )
,δj∶=βδj .

(3 ) 如果 j < n ,则置 j∶= j + 1 ,转 (2 ) ;否则 ,进行 ( 4) .

(4 ) 如果 f ( y( n + 1 ) ) < f ( y( 1 ) ) ,则令 y( 1 ) = y( n + 1 ) ,置 j = 1 ,转

(2 ) ;如果 f ( y( n + 1 ) ) = f ( y( 1 ) ) ,则进行 (5 ) .

(5 ) 如果 f ( y( n + 1 )
) < f ( x( k )

) ,则进行 ( 6 ) ;否则 ,如果对每个

j ,成立 |δj |≤ε,则停止计算 , x( k )
作为最优解的估计 .如果不满足

终止准则 ,令 y( 1 )
= y( n + 1 )

,置 j = 1 ,转 (2 ) .

(6 ) 令 x( k + 1 )
= y( n + 1 )

.如果‖ x( k + 1 )
- x( k )
‖≤ε, 则取

x( k + 1 )
作为极小点的估计 ,停止计算 ;否则 ,计算λ1 ,λ2 ,⋯ ,λn ,利

用公式 (2.56)至 ( 2.58 )构造新的正交方向 d( 1 )
, d( 2 )

,⋯ , d( n)
,并

令

d( j)
= d( j )

, j = 1 , 2 ,⋯ , n .

置δj =δ
( 0 )
j , j = 1 , 2 ,⋯ , n;置 y( 1 )

= x( k + 1 )
, k∶= k + 1 , j = 1 ,返回

步 (2 ) .

由上述计算过程易知 , 当某轮探测沿 n 个方向均失败 ,即函

数值均不下降时 ,便完成一个探测阶段 .这时 ,按算法规定 ,应进行

转轴 .然后 ,沿着新定义的方向 ,开始下一个探测阶段 .
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例 2.2.20  用 Rosenbrock 方法解下列问题

min  f ( x) > ( x1 - 3)
2

+ 2 ( x2 + 2 )
2

.

取初始点及初始搜索方向为

x( 1 )
=

0

0
, d( 1 )

=
1

0
, d( 2 )

=
0

1
.

初始步长δ
( 0 )
1 =δ

( 0 )
2 = 1 ,α= 3 ,β= - 0 .5 .

下面简述求解过程 .

先进行第 1 轮探测 :

初始点取为

y( 1 )
= x( 1 )

=
0

0
,

在 y( 1 )
处的函数值 f ( y( 1 )

) = 17 .

先从 y( 1 )出发 ,沿 d( 1 )探测 :

y( 1 )
+δ1 d( 1 )

=
1

0
,

f ( y( 1 )
+δ1 d( 1 )

) = 12 < f ( y( 1 )
) ,探测成功 ,令

y( 2 )
= y( 1 )

+ δ1 d( 1 )
=

1

0
.

  再从 y( 2 )
出发 ,沿 d( 2 )

探测 :

y( 2 )
+δ2 d( 2 )

=
1

1
,

f ( y( 2 )
+δ2 d( 2 )

) = 22 > f ( y( 2 )
) ,探测失败 ,因此取 y( 3 )

= y( 2 )
.

经第 1 轮探测 , 得到 y( 3 )
= ( 1 , 0 )

T
.由于 f ( y( 3 )

) = 12 <

f ( y( 1 )
) ,因此第 1 个探测阶段不结束 , 需沿原来的方向进行下一

轮探测 .

继续作下去 ,经 4 轮探测 , 完成第 1 个探测阶段 ,得到 x( 2 )
=

(4 , - 2 )
T

, x( 2 )
将作为下一个探测阶段的初点 .

第 1 个探测阶段完成后 ,应定义一组新的单位正交方向 ,即进
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行转轴 ,然后才能开始下一个阶段的探测 .为此先求出沿各坐标方

向的步长 .由于

x( 2 )
- x( 1 )

=
4

- 2
,

因此这一探测阶段沿 d( 1 )
及 d( 2 )
方向的步长依次为λ1 = 4 ,λ2 =

- 2 .

根据公式 (2.56) ,令

p( 1 ) = λ1 d( 1 ) + λ2 d( 2 ) =
4

- 2
;

p( 2 ) = λ2 d( 2 ) =
0

- 2
.

把 p( 1 )
, p( 2 )
正交化 ,令

q( 1 )
= p( 1 )

=
4

- 2
,

以及

q( 2 )
= p( 2 )

-
q( 1 ) T p( 2 )

q( 1 ) T q( 1 ) q( 1 )
=

-
4
5

-
8
5

.

把 q( 1 )
, q( 2 )
单位化 ,则

d( 1 )
=

2

5

-
1

5

, d( 2 )
=

-
1

5

-
2

5

.

容易验证 ,这是一组单位正交方向 .接下去 ,从 y( 1 )
= x( 2 )
出发 ,沿

新构造的方向进行探测移动 ,方法与上次迭代相同 .继续作下去 ,

所得到的点 x( k )
会更加接近问题的最优解 x = ( 3 , - 2)

T
.
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2.2.8  可变多面体搜索法

这种方法是由 Nelder 和 Mead 在单纯形方法的基础上修改而

成的 .他们用 E
n
中有 ( n + 1 )个顶点的可变多面体 ( variable poly-

hedron)把具有 n 个独立变量的函数 f ( x)极小化 .其方法是 :

先求出单纯形 (有 n + 1 个顶点的多面体 ) n + 1 个顶点上的

函数值 ,确定出有最大函数值的点 (称为最高点 )和最小函数值的

点 (称为最低点 ) .然后通过反射、扩展、压缩方法求出一个较好点 ,

用它取代最高点 ,构成新的单纯形 ,或者通过向最低点收缩形成新

的单纯形 ,用这种方法逼近极小点 .

计算步骤 :

(1 ) 给定初始单纯形 ,其顶点为

x( i )
∈ E

n
, i = 1 , 2 ,⋯ , n + 1 ,

反射系数α> 0 ,扩展系数 γ> 1 ,压缩系数β∈ ( 0 , 1 ) ,允许误差ε

> 0 .计算函数值

f ( x( i )
) , i = 1 , 2 ,⋯ , n + 1 ,

置 k = 1 .

(2 ) 确定最高点 x( h )
,次高点 x( g )

,最低点 x( l)
, h , g , l∈{1 ,

2 ,⋯ , n + 1 } ,使得

f ( x( h )
) = max{ f ( x( 1 )

) , f ( x( 2 )
) ,⋯ , f ( x( n + 1 )

) } ,

f ( x( g ) ) = max{ f ( x( i ) ) | x( i ) ≠ x( h) } ,

f ( x( l )
) = min { f ( x( 1 )

) , f ( x( 2 )
) ,⋯ , f ( x( n + 1 )

) } .

计算除 x( h)
外的 n 个点的形心 x,令

x =
1
n ∑

n+ 1

i = 1

x( i )
- x( h)

,

计算出 f ( x) .

(3 ) 进行反射 ,令

x( n + 2 )
= x +α( x - x( h )

) , (2 .59)
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计算 f ( x( n + 2 )
) .

(4 ) 若 f ( x( n + 2 ) ) < f ( x( l) ) ,则进行扩展 ,令

x( n + 3 )
= x + γ( x( n + 2 )

- x) , (2 .60)

计算 f ( x( n + 3 )
) ,转 (5 ) ;

若 f ( x( l )
) ≤ f ( x( n + 2 )

)≤ f ( x( g)
) , 则置 x( h)

= x( n + 2 )
, f

( x( h)
) = f ( x( n + 2 )

) ,转 ( 7) ;

若 f ( x( n + 2 )
) > f ( x( g )

) ,则进行压缩 ,令

f ( x( h′)
) = min { f ( x( h)

) , f ( x( n + 2 )
) } ,其中 h′∈ { h , n + 2 } .令

x( n + 4 ) = x + β( x( h′) - x) , (2 .61)

计算 f ( x( n + 4 )
) ,转 (6 ) .

(5 ) 若 f ( x( n + 3 )
) < f ( x( n + 2 )

) ,则置

x( h)
= x( n + 3 )

, f ( x( h)
) = f ( x( n + 3 )

) ,

转 (7 ) ;否则 ,置 x( h )
= x( n + 2 )

, f ( x( h )
) = f ( x( n + 2 )

) ,转 (7 ) .

(6 ) 若 f ( x( n + 4 )
)≤ f ( x( h′)

) ,则置

x( h)
= x( n + 4 )

, f ( x( h)
) = f ( x( n + 4 )

) ,

进行 (7 ) ;否则 ,进行收缩 ,令

x( i)
∶= x( i )

+
1
2

( x( l )
- x( i)

) , i = 1 ,2 ,⋯ , n + 1 .

计算 f ( x( i)
) , i = 1 , 2 ,⋯ , n + 1 ,进行 ( 7) .

(7 ) 检验是否满足收敛准则 .若

1
n + 1∑

n + 1

i = 1

[ f ( x( i )
) - f ( x) ]

2

1
2

< ε, (2 .62)

则停止计算 , 现行最好点可作为极小点的近似 ;否则 , 置 k∶=

k + 1 ,返回 ( 2) .

例 2.2.21  用可变多面体搜索法解下列问题

min  f ( x) > ( x1 - 3)
2

+ 2 ( x2 + 2 )
2

,

取初始单纯形的顶点为
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x( 1 )
=

0

0
, x( 2 )

=
1

0
, x( 3 )

=
0

1
,

α= 1 , γ = 2 , β= 1/ 2 , ε= 2 .

  解  第 1 次迭代 : 各顶点处的函数值分别为 f ( x( 1 )
) = 17 ,

f ( x( 2 )
) = 12 , f ( x( 3 )

) = 27 ,记顶点 x( h)
= x( 3 )

, x( g )
= x( 1 )

, x( l )
=

x( 2 )
.将 x( 3 )
经 x( 1 )
和 x( 2 )
的形心进行反射 ,令

x =
1
2

( x( 1 )
+ x( 2 )

) =

1
2

0

,

在 x处 , f ( x) = 57/ 4 .令反射得到的点

x( 4 )
= x + α( x - x( 3 )

) =
1

- 1
,

f ( x( 4 ) ) = 6 < f ( x( l ) ) = 12 .进行扩展 ,令

x( 5 )
= x + γ( x( 4 )

- x) =
3
2

- 2

,

由于 f ( x( 5 )
) =

9
4

< f ( x( 4 )
) ,因此用 x( 5 )

替换 x( 3 )
,得到新的单纯

形 .把 x( 5 )仍记作 x( 3 ) ,则新的单纯形的顶点是

x( 1 )
=

0

0
, x( 2 )

=
1

0
, x( 3 )

=
3
2

- 2

.

由于

1
3∑

3

i = 1

[ f ( x( i )
) - f ( x) ]

2

1
2

= 7 .23 > ε,

不满足精度要求 ,需继续计算 .

容易验证 ,经过 3 次迭代 ,得到的单纯形其顶点是

x( 1 )
=

5
2

- 2
, x( 2 )

=

5
2

- 3
, x( 3 )

=

3
2

- 2
.
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各点的函数值为

f ( x( 1 )
) = 1/ 4 , f ( x( 2 )

) = 9/ 4 , f ( x( 3 )
) = 9/ 4 .

由于

1
3∑

3

i = 1

[ f ( x( i )
) - f ( x) ]

2
1/ 2

= 1 .11 < ε,

已满足精度要求 , 得近似解 x( 1 )
=

5
2

, - 2
T

.实际上 ,问题的极

小点 x= (3 , - 2 )
T

.

2.2.9  Powell法

1  Powell基本算法

Powell法是一种有效的直接搜索法 ,这种方法本质上是共轭

方向法 .

Powell方法把整个计算过程分成若干个阶段 ,每一阶段 (一轮

迭代 )由 n + 1 次一维搜索组成 .在算法的每一阶段中 , 先依次沿

着 n 个已知的方向搜索 , 得一个最好点 ,然后沿本阶段的初始点

与该最好点连线方向进行搜索 ,求得这一阶段的最好点 .再用最后

的搜索方向取代前 n 个方向之一 ,开始下一阶段的迭代 .

计算步骤 :

(1 ) 给定初始点 x( 0 )
, n 个线性无关的方向 d( 1 ,1 )

, d( 1 , 2 )
,⋯ ,

d( 1 , n ) ,允许误差ε> 0 ,置 k = 1 .

(2 ) 置 x( k , 0 )
= x( k - 1 )

, 从 x( k , 0 )
出发 , 依次沿方向 d( k ,1 )

,

d( k ,2 )
,⋯ , d( k , n )

进行搜索 ,得到点 x( k , 1 )
, x( k , 2 )

,⋯ , x( k , n)
, 再从

x( k , n )
出发 ,沿着方向 d( k , n + 1 )

= x( k , n )
- x( k , 0 )
作一维搜索 ,得到

点 x( k )
.

(3 ) 若‖ x( k )
- x( k - 1 )
‖ <ε,则停止计算 ,得点 x( k )

;否则 ,令

d( k + 1 , j )
= d( k , j + 1 )

, j = 1 ,⋯ , n .

置 k∶= k + 1 ,返回 ( 2) .
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Powell方法用于极小化正定二次函数时 ,如果每轮迭代中前

n 个方向线性无关 ,那么完成 n 个阶段的迭代之后 ,必能得到 n

个 A 共轭的方向 ,这里 A 是二次函数的 Hesse 矩阵 .因此 , Powell

方法在上述条件下具有二次终止性 .

值得注意 ,在迭代中可能出现这样情形 :在某轮迭代中 , n 个

搜索方向线性相关 ,由此导致即使对正定二次函数经 n 轮迭代也

达不到极小点 ,甚至任意迭代下去 ,永远达不到极小点 .

例 2.2.22  考虑问题

min ( x1 - x2 + x3 )
2

+ ( - x1 + x2 + x3 )
2

+ ( x1 + x2 - x3 )
2

,

取初始 x( 0 )
及搜索方向 d( 1 ,1 )

, d( 1 ,2 )
, d( 1 , 3 )
为

x( 0 )
=

1
2

1

1
2

, d( 1 , 1 )
=

1

0

0

, d( 1 , 2 )
=

0

1

0

, d( 1 , 3 )
=

0

0

1

.

  现在用 Powell方法求解 .首先置初点 x( 1 ,0 )
= x( 0 )

,从 x( 1 , 0 )
出

发沿 d( 1 , 1 )
搜索 ,得到点 x( 1 , 1 )

= ( 1/ 2 , 1 , 1/ 2)
T

.

再从 x( 1 , 1 )
出发 ,沿方向 d( 1 , 2 )

搜索 , 得到点 x( 1 ,2 )
= ( 1/ 2 , 1/

3 , 1/ 2) T .

第 3 次搜索 , 从 x( 1 ,2 )
出发 , 沿着方向 d( 1 , 3 )

进行 .得到点

x( 1 ,3 )
= (1/ 2 , 1/ 3 , 5/ 18)

T
.

这一轮最后一步 ,从 x( 1 ,3 )
出发 ,沿着方向 d( 1 , 4 )

搜索 ,这个方

向定义为

d( 1 ,4 )
= x( 1 ,3 )

- x( 1 , 0 )
=

 0

-
2
3

-
2
9

,

经搜索得到点 x( 1 ) = ( 1/ 2 , 1/ 4 , 1/ 4) T .
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由第 1 轮搜索结果易知 , 进行第 2 轮搜索时 , 前 3 个方向

d( 1 ,2 ) , d( 1 ,3 )和 d( 1 , 4 )线性相关 .它们的第 1 个分量都是零 , 因此

x( 1 )出发依次沿这三个方向进行搜索时 , 第 1 个分量恒为 1/ 2 .这

表明 ,继续搜索下去永远达不到极小点 x = ( 0 , 0 , 0) T .

由上例可见 ,在 Powell 方法中 ,保持 n 个方向线性无关十分

重要 .然而 , Powell本人已经注意到 ,即使不像例 2.2.22 那样极端

情况 , Powell方法也可能选取接近线性相关的搜索方向 ,特别是变

量很多时更如此 .这种可能性会给收敛性带来严重后果 .为了避免

这个困难 ,人们给出了改进的 Powell方法 .

2  改进的 Powell方法 (Sargent形式 )

改进的 Powell方法与原来方法的主要区别在于替换方向的

规则不同 .改进的 Powell方法 ,当初始搜索方向线性无关时 ,能够

保证以后每轮迭代中前 n 个方向总是线性无关的 .而且随着迭代

的延续 ,搜索方向接近共轭的程度逐渐增加 .

计算步骤 :

(1 ) 给定初始点 x( 0 ) , 线性无关的方向 d( 1 ,1 ) , d( 1 ,2 ) , ⋯ ,

d( 1 , n ) ,给定允许误差ε> 0 ,置 k = 1 .

(2 ) 置 x( k , 0 )
= x( k - 1 )

, 从 x( k , 0 )
出发 , 依次沿方向 d( k ,1 )

,

d( k ,2 )
,⋯ , d( k , n )

作一维搜索 , 得到点 x( k ,1 )
, x( k , 2 )

,⋯ , x( k , n )
.求

指标 m ,使得

f ( x( k , m - 1 )
) - f ( x( k , m )

) = max
j = 1 , 2 ,⋯ , n

{ f ( x( k , j - 1 )
) - f ( x( k , j )

) } .

令 d( k , n + 1 )
= x( k , n)

- x( k ,0 )
,若‖ x( k , n )

- x( k ,0 )
‖≤ε,则停止计

算 ;否则 ,进行 (3 ) .

(3 ) 求λn + 1 ,使得

f ( x( k ,0 )
+λn + 1 d( k , n + 1 )

) = min
λ

f ( x( k ,0 )
+ λd( k , n + 1 )

) .

令 x( k + 1 , 0 )
= x( k )

= x( k , 0 )
+λn + 1 d( k , n + 1 )

,若‖ x( k )
- x( k - 1 )
‖≤

ε,则停止计算 ,得到点 x( k )
;否则 ,进行 (4 ) .
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(4 ) 若

| λn + 1 | >
f ( x( k ,0 )

) - f ( x( k+ 1 ,0 )
)

f ( x( k , m - 1 )
) - f ( x( k , m )

)

1/ 2

, (2 .63)

则令 d( k + 1 , j )
= d( k , j )

, j = 1 ,⋯ , m - 1;

d( k + 1 , j )
= d( k , j + 1 )

, j = m ,⋯ , n .

置 k∶= k + 1 ,转 ( 2) ;否则 ,令

d( k + 1 , j ) = d( k , j ) , j = 1 ,⋯ , n ,

置 k∶= k + 1 ,转 ( 2) .

改进的 Powell方法不再具有二次终止性 ,但它的计算效果仍

然令人满意 .

2.3  约束非线性规划方法

2.3.1  Zoutendijk可行方向法

  可行方向法可看作无约束下降算法的自然推广 ,其典型策略

是从可行点出发 ,沿着下降的可行方向进行搜索 ,求出使目标函数

值下降的新的可行点 .算法的主要步骤是选择搜索方向和确定沿

此方向移动的步长 .搜索方向的选择方式不同就形成各种可行方

向法 .下面给出 Zoutendijk 可行方向法 .

1  线性约束情形

考虑非线性规划问题 :

min f ( x) ;

s .t . Ax≥ b,

Ex = e .

(2 .64)

其中 f ( x)是可微函数 , A 为 m× n 矩阵 , E 为 l× n 矩阵 , x∈

En , b和 e分别为 m 维及 l 维列向量 .可行域记作

S = { x | Ax≥ b, Ex = e, x∈ E
n
} .

·251·



  用可行方向法求解上述问题 ,整个过程分作两步 .假设 x( k )
∈

S 已知 .第一步 ,在 x( k )
求一可行下降方向 d( k )

;第二步 ,从 x( k )
出

发 ,沿方向 d( k )
搜索 ,求出步长λk ,使得后继点 x( k + 1 )

∈ S .

为求可行下降方向 d( k )
,需解下列线性规划 :

min � f ( x( k ) ) T d;

s .t . A1 d≥ 0,

Ed = 0,

(2 .65)

| dj |≤ 1 , j = 1 ,⋯ , n .

其中 A1 是不等式约束 Ax≥ b中 ,在 x( k )
处起作用约束的系数矩

阵 .具体地 ,假设在 x( k )
点可以写作

A =
A1

A2

, b =
b1

b2

,

使得 A1 x( k ) = b1 , A2 x( k ) > b2 .约束条件 | dj |≤1 ,是为了获得一

个有限解 .

对于问题 (2.65) ,由于 d = 0 是可行解 ,因此目标函数的最优

值必定小于或等于零 .如果目标函数� f ( x( k )
)

T d 的最优值小于

零 ,则得到下降可行方向 d;如果目标函数� f ( x( k )
)

T d的最优值

为零 ,则如下面定理所述 , x 是 Kuhn-Tucker 点 .

定理 2.3.1  考虑 ( 2.64 ) ,设 x是可行解 ,在点 x处有 A1 x =

b1 , A2 x > b2 ,其中

A =
A1

A2

, b =
b1

b2

,

则 x 为 Kuhn-Tucker 点的充要条件是 ( 2.65 )的目标函数最优值

为零 .

根据定理 ,求解 ( 2.65 )的结果 ,或者是得到下降可行方向 ,或

者得到 Kuhn-Tucker点 .

方向 d( k )
确定后 ,再求沿此方向移动的步长λk .为此 ,求解下
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列问题 :

min f ( x( k )
+ λd( k )

) ;

s .t . 0 ≤λ≤λm a x .
(2 .66)

其中λm ax是步长上限 ,加此上限的目的是使后继点为可行点 ,即使

得

x( k )
+λkd( k )

∈ S .

  确定λm ax的方法如下 :

b̂ = b2 - A2 x( k )
. (2 .67)

d̂ = A2 d( k )
. (2 .68)

λm ax =
min

b̂i

d̂i
d̂ i < 0 , 当 d̂≥\ 0;

∞ , 当 d̂≥ 0 .

(2 .69)

其中 b̂i , d̂ i 分别为 b̂和 d̂的第 i 个分量 .

计算步骤 :

(1 ) 给定初始可行点 x( 1 )
,置 k = 1 .

( 2) 在点 x( k )
处 ,把 A和 b分解成

A1

A2

和
b1

b2

,使得 A1 x( k )

= b1 , A2 x( k ) > b2 .计算� f ( x( k ) ) .

(3 ) 求解线性规划问题

min � f ( x( k ) ) T d;

s .t . A1 d≥ 0 ,

Ed = 0 ,

- 1 ≤ dj ≤ 1 , j = 1 ,⋯ , n .

得到最优解 d( k )
.

(4) 如果� f ( x( k ) ) T d( k ) = 0 , 则停止计算 , x( k ) 为 Kuhn-

Tucker 点 ;否则 ,进行 ( 5) .
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(5) 利用 (2.67)至 ( 2.69 )计算 λma x ,然后在 [ 0 ,λm a x ]上作一

维搜索 :

min f ( x( k ) + λd( k ) ) ;

s .t . 0 ≤λ≤λm a x .

得到最优解λk ,令

x( k + 1 )
= x( k )

+ λkd
( k )

.

  (6 ) 置 k∶= k + 1 ,返回 (2 ) .

例 2.3.2  用 Zoutendijk 可行方向法解下列问题

min x
2
1 + x

2
2 - 2 x1 - 4 x2 + 6;

s .t . - 2 x1 + x2 + 1 ≥ 0 ,

- x1 - x2 + 2 ≥ 0 ,

 x1    ≥ 0 ,

    x2   ≥ 0 .

取初始可行点 x( 1 )
= ( 0 , 0)

T
.

解  第 1 次迭代 :

x( 1 )
处目标函数的梯度� f ( x( 1 )

) = ( - 2 , - 4 )
T

,起作用约束

和不起作用约束的系数矩阵及右端分别为

A1 =
1 0

0 1
,  A2 =

- 2  1

- 1 - 1
,

b1 =
0

0
,  b2 =

- 1

- 2
.

  求在 x( 1 )
处的下降可行方向 ,为此需解线性规划问题 :

min � f ( x( 1 )
)

T d;

s .t . A1 d≥ 0 ,

| dj |≤ 1 , j = 1 , 2 .

即求解
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min - 2 d1 - 4 d2 ;

s .t . d1 ≥ 0 ,

d2 ≥ 0 ,

    - 1 ≤ d1 ≤ 1 ,

    - 1 ≤ d2 ≤ 1 .

用单纯形方法解此线性规划 ,得到最优解

d( 1 )
= (1 ,1 )

T
.

  再求步长λ1 :

d̂ = A2 d( 1 )
= ( - 1 , - 2)

T
,

b̂ = b2 - A2 x( 1 ) = ( - 1 , - 2 ) T ,

λm ax = min
- 1
- 1

,
- 2
- 2

= 1 .

解一维搜索问题 :

min f ( x( 1 )
+λd( 1 )

) > 2λ
2

- 6λ+ 6;

s .t . 0 ≤λ≤ 1 .

解得λ1 = 1 .经第 1 次迭代得到点

x( 2 )
= x( 1 )

+ λ1 d( 1 )
= (1 , 1 )

T
.

  后面迭代 ,按同样方式进行 .

第 2 次迭代中 ,求得可行方向 d( 2 )
= ( - 1 , 1 )

T
.从 x( 2 )
出发 ,

沿 d( 2 )方向进行一维搜索 ,得到步长λ2 = 1/ 2 .因此

x( 3 )
= x( 2 )

+ λ2 d( 2 )
= (1/ 2 , 3/ 2 )

T
.

  第 3 次迭代 , 从 x( 3 )
出发 .在求可行方向时得到 d( 3 )

= ( 0 ,

0)
T

.

根据定理 2.3.1 , x( 3 ) = (1/ 2 , 3/ 2 ) T 一定是 Kuhn-Tucker 点 .

由于例是凸规划 , 因此 x( 3 ) 是最优解 ,目标函数的最优值 fmin =

f ( x( 3 )
) = 3/ 2 .

2  非线性约束情形
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考虑问题

min f ( x) ;

s .t . gi ( x) ≥ 0 , i = 1 ,⋯ , m .
(2 .70)

其中 x∈ En , f ( x) , gi ( x)均为可微函数 .

为了确定在点 x 处的可行方向 ,需要求解下列线性规划问

题 :

min z;

s .t . � f ( x) T d - z ≤ 0 ,

� gi ( x)
T d + z ≥ 0 , i ∈ I ,

| d j |≤ 1 , j = 1 ,⋯ , n .

(2 .71)

其中 I = { i | gi ( x) = 0 }

设 (2.71)的最优解为 ( z , d) .如果 z < 0 ,则 d是在 x 处的下

降可行方向 ;如果 z = 0 ,则 x为 F ritz John点 .

运用可行方向法求 x( k )
的后继点时 ,先解线性规划 (2.71) (其

中 x以 x( k )代入 ) ,求出在点 x( k )的可行下降方向 d( k ) ,然后确定

沿 d( k )
方向移动的步长λk .为此需要求解下列一维搜索问题 :

min f ( x( k )
+ λd( k )

) ;

s .t . 0 ≤λ≤λm a x .
(2 .72)

其中

λm a x = sup{λ| gi ( x( k )
+ λd( k )

) ≥ 0 , i = 1 ,⋯ , m} .

(2 .73)

  计算步骤 :

(1 ) 给定初始可行点 x( 1 )
,置 k = 1 .

(2 ) 令 I = { i | gi ( x( k )
) = 0 } ,解线性规划问题 :

min z ;

s .t . � f ( x( k )
)

T d - z ≤ 0 ,

� gi ( x( k )
)

T d + z ≥ 0 , i∈ I ,

- 1 ≤ dj ≤ 1 , j = 1 ,⋯ , n .
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得到最优解 ( zk , d( k )
) .

若 zk = 0 ,则停止计算 , x( k )
为 F ritz John 点 ;否则 ,进行 (3 ) .

(3 ) 求解一维搜索问题 :

min f ( x( k )
+ λd( k )

) ;

s .t . 0 ≤λ≤λm a x ,

其中λm ax由 ( 2.73 )确定 ,得到最优解λk .

(4 ) 令 x( k + 1 )
= x( k )

+λkd
( k )

,置 k∶= k + 1 ,返回 (2 ) .

3  Topkis-Veinott修正

Zoutendijk 法产生的序列可能不收敛于 Kuhn-Tucker 点 , 因

此 Topkis 和 Veinott 对这种方法做了改进 ,把求方向的线性规划

改写成 :

min z ;

s .t . � f ( x) T d - z ≤ 0 ,

� gi ( x) T d + z ≥ - gi ( x) , i = 1 ,⋯ , m ,

- 1 ≤ dj ≤ 1 , j = 1 ,⋯ , n .

  经过修改 ,紧约束和非紧约束在确定下降可行方向中均起作

用 ,并且在接近非紧约束边界时 ,不至发生方向突然改变 .Topkis-

Veinott 算法产生的序列{ x( k )
} ,其任一聚点是 Fritz John 点 .即对

任一聚点 x,存在不全为零的非负数 w0 ,及 w i ( i∈ I ) ,使得

w0� f ( x) - ∑
i∈ I

w i� gi ( x) = 0 .

  计算步骤 :

(1 ) 给定初始可行点 x( 1 )
,置 k = 1 .

(2 ) 求解线性规划

max z;

s .t . � f ( x( k )
)

T d - z ≤ 0 ,

� gi ( x( k )
)

T d + z ≥ - gi ( x( k )
) , i = 1 ,⋯ , m ,

- 1 ≤ d j ≤ 1 , j = 1 ,⋯ , n .
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得到最优解 ( zk , d( k )
) .

(3 ) 若 zk = 0 ,则停止计算 ,这时 , x( k )
为 F ritz John 点 ;否则 ,

进行 (4 ) .

(4 ) 求步长λk :

min f ( x( k )
+ λd( k )

) ;

s .t . 0 ≤λ≤λm a x ,

其中λm ax = sup{λ| gi ( x( k )
+λd( k )

)≥0 , i = 1 ,⋯ , m} ,求得最优解

λk .

(5 ) 令 x( k + 1 ) = x( k ) +λkd( k ) ,置 k∶= k + 1 ,返回 (2 ) .

2.3.2  Rosen梯度投影法

考虑问题

min f ( x) ;

s .t . Ax≥ b,

Ex = e .

(2 .74)

其中 f ( x)是可微函数 , A为 m× n 矩阵 , E为 l× n 矩阵 .

为了介绍 Rosen 梯度投影法 ( gradient projection method) , 先

给出投影矩阵 ( projection mat rix )概念 .

定义 2.3.3  设 P为 n 阶矩阵 ,若 P = PT 且 P2 = P ,则称 P

为投影矩阵 .

例 2.3.4  设 M 为 m× n 矩阵 ,秩为 m ,令

Q = M T
( MM T

)
- 1 M, (2 .75 )

及

P = I - MT ( MM T ) - 1 M, (2 .76 )

则 P和 Q均为投影矩阵 .

投影矩阵具有下列性质 :

(1 ) 若 P 为投影矩阵 ,则 P 为半正定矩阵 .
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(2 ) P 为投影矩阵的充要条件是 Q = I - P 为投影矩阵 .

(3 ) 设 P 和 Q = I - P是 n 阶投影矩阵 ,则

L = { Px| x∈ E
n
}

与

L
⊥

= { Qx| x∈ E
n
}

是正交线性子空间 ,且任一 x∈ E
n
可唯一分解成 x = p + q, p∈

L , q∈ L
⊥

.

梯度投影法的基本思想仍然是从可行点出发 ,沿可行方向进

行搜索 .当迭代出发点在可行域内部时 ,沿负梯度方向搜索 .当迭

代出发点在某些约束的边界上时 , 将该点处的负梯度投影到 M

的零空间 ( null space ) (即 Mx = 0 的解空间 ) . M 是以起作用约束

的梯度为行构成的矩阵 .下面定理 2.3.5 表明 ,这样的投影是下降

可行方向 .再沿此方向进行搜索 .因此 , Rosen 梯度投影法也是一

种可行方向法 .

定理 2.3.5  设 x是问题 ( 2.74)的可行解 ,在 x处有 A1 x =

b1 , A2 x > b2 ,其中

A =
A1

A2

,  b =
b1

b2

,

M >
A1

E
 为满秩矩阵 ,

P = I - MT
( MMT

)
- 1 M ,

P� f ( x) ≠ 0, d > - P� f ( x) ,

则 d是下降可行方向 .

这个定理 , 在 P� f ( x)≠0 的假设下 ,给出用投影求下降可

行方向的一种方法 .

当 P� f ( x) = 0 时 ,有两种可能 ,或者 x是 Kuhn-Tucker 点 ,

或者可以构造新的投影矩阵 ,以便求得下降可行方向 .

·061·



定理 2.3.6  设 x 是 ( 2.74 )的一个可行解 , 在点 x 处 , 有

A1 x= b1 , A2 x> b2 ,其中

A =
A1

A2

, b =
b1

b2

.

M>
A1

E
为满秩矩阵 , P> I - M T

( MM T
)

- 1 M ,

w = ( MMT
)

- 1 M� f ( x) =
u

v
,

其中 u和 v分别对应于 A1 和 E ,设 P� f ( x) = 0 ,则

(1 ) 如果 u≥0 ,那么 x为 Kuhn-Tucker点 ;

(2 ) 如果 u中含有负分量 ,不妨假设 u j < 0 ,这时从 A1 中去

掉 uj 对应的行 ,得到 Â1 ,

M̂ >
Â1

E
,

P̂ > I - M̂T
( M̂M̂ T

)
- 1 M̂ , d > - P̂� f ( x)

那么 d为下降可行方向 .

计算步骤 :

(1 ) 给定初始可行点 x( 1 )
,置 k = 1 .

(2 ) 在点 x( k )
处 ,将 A和 b分解成

A1

A2

,
b1

b2

,使得 A1 x( k )

= b1 , A2 x( k )
> b2 .

(3 ) M>
A1

E
,如果 M 是空的 ,则 P> I (单位矩阵 ) ;否则 ,

P> I - MT
( MMT

)
- 1 M .

( 4) d( k )
> - P� f ( x( k )

) .若 d( k )
≠0 则转 ( 6) ;若 d( k )

= 0 ,则

进行 (5 ) .
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(5 ) 若 M 是空的 ,则停止计算 ,得到 x( k )
;否则 ,

w> ( MMT
)

- 1 M� f ( x( k )
) =

u

v
,

如果 u≥0 ,则停止计算 , x( k )
为 K-T 点 ;如果 u 包含负分量 ,则选

择一个负分量 , 比如 uj ,修正 A1 ,去掉 A1 中对应 uj 的行 , 返回

(3 ) .

(6 ) 求步长λk ,解下列问题 :

min f ( x( k )
+ λd( k )

) ;

s .t . 0 ≤λ≤λm a x ,

其中λm ax由 ( 2.69 )确定 .得解λk 后 ,

x( k + 1 ) > x( k ) + λkd( k ) ,

置 k∶= k + 1 ,返回 ( 2) .

例 2.3.7  用 Rosen 梯度投影法求解下列问题 :

min  f ( x) > 2 x
2
1 + 2 x

2
2 - 2 x1 x2 - 4 x1 - 6 x2 ;

s .t . - x1 - x2 ≥ - 2 ,

- x1 - 5 x2 ≥ - 5 ,

x1 ≥ 0

x2 ≥ 0 ,

        

初点取作 x( 1 )
= ( 0 , 0)

T
.

解  第 1 次迭代 : 在点 x( 1 )处梯度� f ( x( 1 ) ) =
- 4

- 6
.

在 x( 1 )处起作用约束指标集 I = {3 , 4 } ,即 x1≥0 和 x2≥0 是

在 x( 1 )
处的起作用约束 .其余约束是不起作用约束 ,因此将约束系

数矩阵 A和右端 b分解为

A1 =
1 0

0 1
, A2 =

- 1 - 1

- 1 - 5
,

b1 =
0

0
,  b2 =

- 2

- 5
.
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投影矩阵

P = I - AT
1 ( A1 AT

1 ) - 1 A1 =
0 0

0 0
.

负梯度方向在 A1 的零空间上的投影

d( 1 )
= - P� f ( x( 1 )

) =
0

0
.

计算向量 w:

w = ( A1 AT
1 )

- 1 A1� f ( x( 1 )
) =

u1

u2

=
- 4

- 6
,

修正 A1 , 去掉 A1 中对应 u2 = - 6 的行 , 即第 2 行 , 得到 Â1 =

(1 ,0 ) .

再求投影矩阵 P̂:

P̂ = I - ÂT
1 ( Â1 ÂT

1 ) - 1 Â1 =
0 0

0 1
.

令投影方向

d̂( 1 ) = - P̂� f ( x( 1 ) ) =
0

6
,

  求沿方向 d̂( 1 )移动的步长λ1 ,求解

min f ( x( 1 )
+ λd̂ ( 1 )

) ;

s .t . 0 ≤λ≤λm ax .
(2 .77)

为此先求步长上限λm ax .由于

b̂ = b2 - A2 x( 1 )
=

- 2

- 5
,  d̂ = A2 d̂( 1 )

=
- 6

- 30
,

根据 (2.69) ,有

λm ax = min
- 2
- 6

,
- 5

- 30
=

1
6

这样 , ( 2.77 )即
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min 72λ2 - 36λ;

s .t . 0 ≤λ≤ 1/ 6 .

解得λ1 = 1/ 6 .经第 1 次迭代 ,得到

x( 2 ) = x( 1 ) + λ1 d̂( 1 ) =
0

1
.

  第 2 次迭代与上次类似 ,经迭代得到

x( 3 )
= x( 2 )

+ λ2 d̂( 2 )
=

35
31

24
31

.

  第 3 次迭代 ,以 x( 3 )
为始点 .经简单计算易知 ,在 x( 3 )

处投影

方向

d( 3 )
= - P� f ( x( 3 )

) =
0

0
,

而且 w= ( A1 AT
1 )

- 1 A1� f ( x( 3 )
) =

32
31

> 0 .

根据定理 ( 2.3.6 ) , x( 3 )
为 Kuhn-Tucker 点 .由于本例为凸规

划 , Kuhn-Tucker 点是整体最优解 .

2.3.3  既约梯度法

1  Wolfe既约梯度法

Wolfe于 1963 年提出产生下降可行方向的另一种方法 ,称为

既约梯度法 ( reduced gradient method) ,下面简述算法原理 .

考虑具有线性约束的非线性规划问题

min f ( x) ;

s .t . Ax = b,

x≥ 0 .

(2 .78)

其中 A为 m× n 矩阵 ,秩为 m , b是 m 维列向量 , f 是 E
n
上的连

续可微函数 .假设 A的任意 m 个列均线性无关 ,并且约束条件的
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每个基本可行解均有 m 个正分量 ,在此假设下 ,每个可行解至少

有 m 个正分量 ,至多有 ( n - m)个零分量 .

Wolfe既约梯度法的基本思想是 ,把变量区分为基变量 ( basic

variable ) ,有 m 个 ,和非基变量 ( nonbasic variable ) ,它们之间的关

系由约束条件 Ax = b确定 ,将基变量用非基变量表示 ,并从目标

函数中消去基变量 ,得到以非基变量为自变量的简化的目标函数 ,

进而利用此函数的负梯度构造下降可行方向 .简化目标函数关于

非基变量的梯度称为目标函数的既约梯度 ( reduced gradien t ) .算

法的中心问题是使用既约梯度构造搜索方向 .

先给出既约梯度表达式 .

可令

A = ( B, N ) , x =
xB

xN

,

其中 B是 m× m 阶可逆矩阵 , xB 和 xN 分别是由基变量和非基变

量构成的向量 .( 2.78 )的等式约束中 ,将 xB 用 xN 表示 :

xB = B - 1 b - B - 1 NxN (2 .79)

F( xN ) = f ( xB ( xN ) , xN ) .

原来问题简化为仅在变量非负的限制下极小化 F ( xN ) .于是 , 问

题 (2.78)可以转化为求解下列问题 :

min F( x) ;

s .t . xB , xN ≥ 0 .
(2 .80)

利用复合函数求导数法则 ,可求得 F( xN )的梯度 ,即 f ( x)的既约

梯度 .

γ( xN ) =� F( xN )

=� x
N

f ( xB ( xN ) , xN ) - ( B - 1 N) T
� x

B
f ( xB ( xN ) , xN ) .

(2 .81 )

  下面利用既约梯度构造搜索方向 :
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令搜索方向

d( k )
=

d( k )
B

d( k )
N

,

其中 d( k )
B 和 d( k )

N 分别对应基变量和非基变量 .

为使目标函数值下降 , d( k )
N 应取负既约梯度方向 .但是当某

个分量 xN
j

= 0 且γj ( xN ) > 0 时 ,沿负既约梯度方向移动将破坏可

行性 ,因此定义 d( k )
N ,使得

d( k )
N

j
=

- x
( k )
N

j
γj ( x( k )

N ) , 当γj ( x( k )
N ) > 0 ,

- γj ( x( k )
N ) , 当γj ( x( k )

N ) ≤ 0 .
(2 .82)

并令

d( k )
B = - B - 1 Nd( k )

N . (2 .83)

由于 x( k )
B > 0 ,因此 d( k )

B 对于 x( k )
B 也一定是可行方向 .最终得到

d( k )
=

- B - 1 Nd( k )
N

d( k )
N

. (2 .84)

  从 x( k )
出发沿方向 d( k )

移动的步长λ,其上限由下式确定 :

λm ax =

∞ , 当 d( k ) ≥ 0 ,

min -
x

( k )
j

d
( k )
j

d
( k )
j < 0 , 其它 .

(2 .85)

  容易证明 ,按照上述方式构造的方向 d为零向量时 ,相应的

点 x为 Kuhn-Tucker 点 ; d为非零向量时 ,它必是下降可行方向 .

定理 2.3.8  设 x是问题 (2.78)的可行解 , A = ( B, N )是 m

× n 矩阵 , B为 m 阶可逆矩阵 , x = ( xT
B , xT

N )
T

, xB > 0 ,函数 f 在点

x处可微 ,又设 d是由 (2.82)和 (2.83)定义的方向 .如果 d≠0 ,则

d是下降可行方向 , 而且 d = 0 的充要条件是 x为 Kuhn-Tucker

点 .

计算步骤 :
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(1 ) 给定初始可行点 x( 1 )
,允许误差ε> 0 ,置 k = 1 .

(2 ) 从 x( k )
中选择 m 个大分量 ,它们的下标集记作 Jk , A 的

第 j列记作 Pj ,令 B是由 { Pj | j∈ Jk }构成的 m 阶矩阵 , N 是由

{ Pj | j| Jk }构成的 m× ( n - m )矩阵 .由 (2.81)求出γ( xN ) ,并由

(2.82)和 (2.83)求出 d( k )
N 和 d( k )

B ,从而得到搜索方向 d( k )
.

(3) 若‖ d( k )
‖≤ε, 则停止计算 , 得到点 x( k )

;否则 , 进行

(4 ) .

(4 ) 由 ( 2.85 )求λm a x ,从 x( k )
出发 ,沿 d( k )

搜索 :

min f ( x( k )
+ λd( k )

) ;

s .t . 0 ≤λ≤λm a x .

得到最优解λk .

(5 ) 令 x( k + 1 )
= x( k )

+λkd
( k )

, k∶= k + 1 ,转 ( 2) .

现举例说明上述计算过程 .

例 2.3.9  用 Wolfe既约梯度法求解下列问题 :

min 2 x
2
1 + x

2
2 ;

s .t . x1 - x2 + x3 = 2 ,

- 2 x1 + x2 + x4 = 1 ,

    x j ≥ 0 , j = 1 , 2 , 3 , 4 .

  解  取初始可行点 x( 1 )
= ( 1 , 3 , 4 , 0)

T
.

第 1 次迭代 : J1 = {2 , 3 } ,� f ( x( 1 )
) = ( 4 , 6 , 0 , 0)

T

xB =
x2

x3

=
3

4
, xN =

x1

x4

=
1

0
.

把约束方程的系数矩阵 A分解成 B和 N :

B =
- 1 1

1 0
, N =

1 0

- 2 1
, B - 1 =

0 1

1 1
.

  根据 (2.81)至 (2.84) ,求得既约梯度及搜索方向为
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γ( x( 1 )
N ) =

16

- 6
,

d( 1 )
N =

d
( 1 )
1

d
( 1 )
4

=
- 16

6
,  d( 1 )

B =
d

( 1 )
2

d
( 1 )
3

=
- 38

- 22
,

d( 1 )
= ( - 16 , - 38 , - 22 , 6 )

T
.

沿方向 d( 1 )
的步长上限λm a x = 1/ 16 .

从 x( 1 )出发 ,沿 d( 1 )搜索 ,即求解下列问题 :

min 2 (1 - 16λ)
2

+ (3 - 38λ)
2
;

s .t . 0 ≤λ≤
1
16

.

解得λ1 = 1/ 16 .

经第 1 次迭代 ,得到点

x( 2 )
= x( 1 )

+ λ1 d( 1 )
= 0 ,

5
8

,
21
8

,
3
8

T

.

  第 2 次迭代 :从 x( 2 )
出发 .这时下标集 J2 = {2 ,3 } ,即基变量为

x2 , x3 .根据第 1 次迭代结果

x( 2 )
B =

x2

x3

=

5
8

21
8

, x( 2 )
N =

x1

x4

=

0

3
8

,

既约梯度

γ( x( 2 )
N ) =

 
5
2

-
5
4

.

根据公式 (2.82)至 (2.84) ,计算得到

d( 2 )
N =

d
( 2 )
1

d ( 2 )
4

=
0

5
4

, d( 2 )
B =

d
( 2 )
2

d ( 2 )
3

=
-

5
4

-
5
4

,
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d( 2 )
= 0 , -

5
4

, -
5
4

,
5
4

T

.

从 x( 2 )
出发沿方向 d( 2 )

的步长上限λm ax = 1/ 2 .经这次迭代得到

x( 3 )
= x( 2 )

+ λ2 d( 2 )
= (0 , 0 , 2 , 1 )

T
.

  在进行第 3 次迭代时 ,发现搜索方向 d( 3 )
= (0 ,0 ,0 ,0 )

T
.根据

定理 2.3.8 ,现行点 x( 3 )
= ( 0 , 0 , 2 , 1)

T
是 Kuhn-Tucker 点 .由于本

例是凸规划 ,因此 x( 3 )
是整体最优解 .

2  广义既约梯度法

Abadie和 Carpentier 把 Wolfe既约梯度法推广到具有非线性

约束的情形 , 给出广义既约梯度法 ( generalized reduced gradient

method) ,简称为 GRG 算法 .原来的既约梯度法则简称为 RG 算

法 .

考虑非线性规划问题 :

min f ( x) ;

s .t . h( x) = 0,

l≤ x≤ u .

(2 .86)

其中 h( x) = ( h1 ( x) ,⋯ , hm ( x) )
T

,

l = ( l1 ,⋯ , ln )
T

, u = ( u1 ,⋯ , un )
T

,

f , hj ( j = 1 ,⋯ , m )是连续可微函数 , x∈ E
n

, m≤ n .

类似于 RG算法 ,把变量区分为基变量和非基变量 ,它们组成

的向量分别用 xB 和 xN 表示 .相应地 ,把 h( x)的 Jacobi矩阵

�h
�x
>

�h1

�x1
,⋯ ,
�h1

�xn

�hm

�x1
,⋯ ,
�hm

�xn  

(2 .87)

分解成

�h
�x =
�h
�x B

,
�h
�xN

.
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这里假设前 m 个分量是基变量 ,并假设矩阵
�h
�x B
非奇异 .这样 , xB

可以用 xN 表示 ,从而把目标函数化成只是 xN 的函数 ,即

f ( xB ( xN ) , xN ) = F( xN ) .

既约梯度

γ( xN ) >
d f

d xN

> � x
N

f -
�h
�xB

- 1
�h
�xN

T

� x
B
f , (2 .88)

其中

df
dxN

=
df

d xm + 1
,⋯ ,

d f
dxn

T

. (2 .89)

  下面说明怎样利用既约梯度解决搜索方向问题 .对应非基变

量 xN ,定义一个向量 d( k )
N ,使它的分量满足

d( k )
N

j
=

0 , 当 x
( k )
N

j
= l N

j
且γj ( x( k )

N ) > 0 ,

或当 x
( k )
N

j
= uN

j
且γj ( x( k )

N ) < 0;

- γj ( x( k )
N ) , 其它 .

(2 .90)

其中 d
( k )
N

j
是 d( k )

N 的第 j 个分量 , x
( k )
N

j
是 x( k )

N 的第 j 个分量 , lN
j
和

uN
j
分别是非基变量 xN

j
的下界和上界 .

由于 h( x) = 0 是非线性方程组 ,不能像线性约束那样求出

d( k )
B 的表达式 .为从 x( k )

出发求出使目标函数值下降的可行点 ,

在定义 d( k )
N 以后 ,取适当的步长λ,令 x̂N = x( k )

N +λd( k )
N ,且使得

lN ≤ x̂N≤ uN .

再求解非线性方程组

h( y, x̂N) = 0, (2 .91)

得到 ŷ .若满足

f ( ŷ, x( k )
N ) < f ( x( k )

B , x( k )
N ) , (2 .92)
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并且

lB ≤ ŷ≤ uB , (2 .93)

则得到新的可行点 ( ŷ, x̂N) ;若 ŷ不满足 ( 2.92 )和 ( 2.93) ,则减小步

长λ,重复以上过程 .

计算步骤 :

(1) 给定初始可行点 x( 1 )
, 允许误差ε1 ,ε2 > 0 , 正整数 J, 置

k = 1 .

(2 ) 将 x( k ) 分解成基变量和非基变量 : ( x( k )
B , x( k )

N ) .按照

(2.88)计算既约梯度γ( xN ) ,依据 (2.90)求得方向 d( k )
N .

(3 ) 若‖ d( k )
N ‖ <ε1 ,则停止计算 ,得到 x( k ) ;否则 ,进行 (4 ) .

(4 ) 取λ> 0 ,令 x̂N = x( k )
N +λd( k )

N .若 lN≤ x̂N≤uN ,则进行 ( 5 ) ;

否则 ,以
1
2
λ代替λ,再求 x̂N,直至满足 lN≤ x̂N≤uN ,进行 (5 ) .

(5 ) 求解非线性方程组 ( 2.91 ) .采用牛顿法求解 :

令 y( 1 )
= x( k )

B , j = 1 ,进行下列步骤 :

1) 令

y( j + 1 )
= y( j )

-
�h( y( j)

, x̂N)
�xB

- 1

h( y( j )
, x̂N)

若 f ( y( j + 1 )
, x̂N) < f ( x( k )

) , lB≤ y( j + 1 )
≤ uB ,并且‖ h ( y( j + 1 )

, x̂N)

‖ <ε2 ,则转 ( 6) ;否则 ,进行 2) .

2) 若 j = J,则以
1
2
λ代替λ,令 x̂N = x( k )

N +λd( k )
N , y( 1 ) = x( k )

B ,

置 j = 1 ,返回 1) ;否则 ,置 j∶= j + 1 ,返回 1) .

(6 ) 令 x( k + 1 )
= ( y( j + 1 )

, x̂N) ,置 k∶= k + 1 ,返回 ( 2) .

为了减少计算量 ,在解非线性方程组时 , 可用
�h( x( k )

)
�xB

- 1

近似取代
�h( y( j )

, x̂N)
�xB

- 1

,由于前者在求既约梯度时已经计算 ,
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这样做并不增加工作量 .

2.3.4  Frank-Wolfe法

Frank 和 Wolfe 于 1956 年提出求解线性约束问题的一种算

法 .考虑非线性规划问题 :

min f ( x) ;

s .t . Ax = b,

x≥ 0 .

(2 .94)

其中 A是 m× n 矩阵 ,秩为 m .b是 m 维列向量 . f ( x)是连续可

微函数 , x∈ E
n

.问题的可行域为

S = { x| Ax = b, x≥ 0 } .

  Frank-Wolfe 算法的基本思想是 ,在每次迭代中 ,将目标函数

f ( x)线性化 ,通过解线性规划求得下降可行方向 ,进而沿此方向

在可行域内作一维搜索 .

假设 x( k )
是已知的可行点 .在 x( k )

将 f ( x)展开 ,用线性函数

近似 f ( x) ,于是 ( 2.94 )转化为求解下列线性规划 :

min � f ( x( k )
)

T x;

s .t . x∈ S .

  设存在最优解 y( k )
∈ S , 则解线性规划的结果必为下列两种

情形之一 :

(1 ) 如果

� f ( x( k )
)

T
( y( k )

- x( k )
) = 0 , (2 .95)

则 x( k )
为 ( 2.94 )的 Kuhn-Tucker 点 ;

(2 ) 如果� f ( x( k )
)

T
( y( k )

- x( k )
)≠0 ,那么 y( k )

- x( k )
为下降

可行方向 .这时 ,从 x( k )
出发 ,沿此方向作一维搜索 .

计算步骤 :

(1 ) 给定初始可行点 x( 1 )
,允许误差ε> 0 ,置 k = 1 .

(2 ) 求解线性规划问题

·271·



min � f ( x( k ) ) T x;

s .t . x∈ S .

得到线性规划的最优解 y( k ) .

(3) 若 |� f ( x( k )
)

T
( y( k )

- x( k )
) |≤ε,则停止计算 , 得到点

x( k ) ;否则 ,进行步 (4 ) .

(4 ) 从 x( k )
出发 ,沿方向 y( k )

- x( k )
,在连结 x( k )

和 y( k )
的线

段上搜索 :

min f ( x( k )
+ λ( y( k )

- x( k )
) ) ;

s .t . 0 ≤λ≤ 1 .

得到λk .

(5 ) 令 x( k + 1 )
= x( k )

+λk ( y( k )
- x( k )

) ,置 k∶= k + 1 ,返回步

(2 ) .

若在迭代中 (2.95)总不成立 ,便产生序列{ x( k )
} .这个序列的

每个聚点一定是 Kuhn-Tucker点 .

定理 2.3.10  设 f 是连续可微函数 , 下列两个条件之一成

立 :

(1 ) S = { x | Ax = b, x≥0 }有界 ;

(2 ) 当‖ x‖→ +∞时 , f ( x)→ +∞ .

初点 x( 1 )
∈ S , 则 F rank-Wolfe 算法收敛于 ( 2.94 )的 Kuhn-

Tucker 点 .

Frank-Wolfe算法是一种可行方向法 .使用这种方法 ,在每次

迭代中 ,搜索方向总是指向极点 ,并且当迭代点接近最优解时 ,搜

索方向与目标函数的梯度趋于正交 ,这样的方向并不是最好的下

降方向 ,因此算法收敛较慢 .但是 ,这种方法把求解非线性规划转

化为求解一系列线性规划 ,在某些情形下 ,也能收到较好计算效

果 ,在实际应用中仍是一种有用的算法 .

·371·



2.3.5  近似规划方法

考虑非线性规划问题 :

min f ( x) ;

s .t . gj ( x) ≥ 0 , j = 1 ,⋯ , m ,

hj ( x) = 0 , j = 1 ,⋯ , l .

(2 .96)

其中 x∈ En , f ( x) , gj ( x) ( j = 1 ,⋯ , m )和 hj ( x) ( j = 1 ,⋯ , l )均

存在一阶连续偏导数 .

近似规划法 (approximation programming method)的基本思想

是 ,将 (2.96)中的目标函数 f ( x)和约束函数 gj ( x) ( j = 1 , ⋯ ,

m ) , hj ( x) ( j = 1 ,⋯ , l )线性化 ,并对变量的取值范围加以限制 ,

从而得到线性近似规划 ,再用单纯形方法求解 ,并把其最优解作为

(2.96)的解的近似 .每得到一个近似解后 ,再从这解出发 ,重复以

上步骤 .这样 ,通过求解一系列线性规划 ,产生一个由线性规划最

优解组成的序列 .经验表明 ,这样的序列往往收敛于非线性规划问

题的解 .

计算步骤 :

(1 ) 给定初始可行点 x( 1 )
,步长限制δ

( 1 )
j , j = 1 ,⋯ , n ,缩小系

数β∈ (0 ,1 ) ,允许误差ε1 ,ε2 ,置 k = 1 .

(2 ) 求解线性规划问题 :

min f ( x( k )
) + � f ( x( k )

)
T

( x - x( k )
) ;

s .t . gj ( x( k )
) + � gj ( x( k )

)
T

( x - x( k )
) ≥ 0 , j = 1 ,⋯ , m ,

hj ( x( k )
) + � hj ( x( k )

)
T

( x - x( k )
) = 0 , j = 1 ,⋯ , l ,

    | x j - x
( k )
j |≤δ

( k )
j , j = 1 ,⋯ , n .

(2 .97)

得到线性规划的最优解 x .

(3 ) 若 x满足可行性 ,则令 x( k + 1 )
= x,转 (4 ) ;否则 ,置δ

( k )
j ∶
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=βδ
( k )
j , j = 1 ,⋯ , n ,返回 ( 2) .

(4 ) 若 | f ( x( k + 1 )
) - f ( x( k )

) | <ε1 ,且满足‖ x( k + 1 )
- x( k )
‖

<ε2 ,或者

| δ
( k )
j | < ε2 , j = 1 ,⋯ , n .

  则点 x( k + 1 )
为近似最优解 ;否则 ,令 δ

( k + 1 )
j =δ

( k )
j , j = 1 ,⋯ ,

n ,置 k∶= k + 1 ,返回 ( 2) .

用线性近似规划方法求解非线性规划问题时 ,应注意以下两

点 :

(1 ) 步长限制δj 的选择对算法影响很大 .如果δj 取值太小 ,

则算法收敛很慢 ;如果δj 取值太大 , 则线性规划的最优解有可能

不是原问题的可行解 ,这样不得不减小δj ,重解当前的线性规划 ,

增加了计算量 .

(2 ) 关于线性规划求解方法的选择 .由于 ( 2.97 )中 , 变量有

界 ,因此可用关于有界变量的单纯形方法进行求解 .否则 ,需引入

变量的非负限制 ,化成标准形式 ,再用修正单纯形方法求解 .

例 2.3.11  用近似规划方法解下列问题 :

min f ( x) > ( x1 - 3)
2

+ ( x2 - 3)
2
;

s .t . g1 ( x) = 8 - x
2
1 - x

2
2 ≥ 0 ,

g2 ( x) = x1 + x2 - 1 ≥ 0 ,

g3 ( x) = x1 ≥ 0 ,

g4 ( x) = x2 ≥ 0 .

  下面说明求解过程 .先取初始可行点 x( 1 )
和初始步长δ

( 1 )
为

x( 1 ) =
1

1
, δ( 1 ) =

2

2

在点 x( 1 )
将 f ( x)和 g1 ( x)线性化 :

f ( x) ≈ f ( x( 1 )
) + � f ( x( 1 )

)
T

( x - x( 1 )
)

= 16 - 4 x1 - 4 x2 ,
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g1 ( x) ≈ g1 ( x( 1 )
) + � g1 ( x( 1 )

)
T

( x - x( 1 )
)

= 10 - 2 x1 - 2 x2 .

  规定变量取值范围 : | x1 - 1 |≤2 , | x2 - 1 |≤2 ,即要求变量满

足 - 1≤ x1≤3 , - 1≤ x2≤3 .从而得到原问题的近似线性规划 :

min 16 - 4 x1 - 4 x2 ;

s .t . 10 - 2 x1 - 2 x2 ≥ 0 ,

x1 + x2 - 1 ≥ 0 ,

0 ≤ x1 ≤ 3 ,

0 ≤ x2 ≤ 3 .

  用单纯形方法求得线性规划的最优解 x=
x1

x2

=
3

2
.

经检验 , x不是原来问题的可行解 ,因此减小步长 δ
( 1 )

,取β

= 1/ 4 ,令

δ
( 1 )

= β
2

2
=

1
2

1
2

.

  步长改变后 ,仍在点 x( 1 )
处将 f ( x)和 g1 ( x)线性化 ,得到的

线性规划为

min 16 - 4 x1 - 4 x2 ;

s .t . 10 - 2 x1 - 2 x2 ≥ 0 ,

x1 + x2 - 1 ≥ 0 ,

1
2
≤ x1 ≤

3
2

,

1
2
≤ x2 ≤

3
2

.

  用单纯形方法求得这个线性规划的最优解
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x =
x1

x2

=

3
2

3
2

.

经检验 , x 是非线性规划问题的可行解 ,因此得到 x( 1 )
的后继点

x( 2 ) ,即

x( 2 )
= x =

3
2

3
2

.

  再在点 x( 2 )
将 f ( x) , g1 ( x)线性化 ,取定步长δ2 ,构造新的线

性规划 ,并用单纯形方法求解 .按上述方式进行 ,直至得到满足精

度要求的近似解 .

2.3.6  割平面法

割平面法 (cutting plane method)是通过解一系列线性规划来

求凸规划最优解的一种方法 .问题一般可表示为

min f ( x) > cx;

s .t . gi ( x) ≥ 0 , i = 1 ,⋯ , m .
(2 .98)

其中 c是 n 维行向量 , gi ( x) ( i = 1 ,⋯ , m)是凹函数 .问题的可行

域为

S = { x| gi ( x) ≥ 0 , i = 1 ,⋯ , m } .

  一般凸规划均可写成上述形式 ,这是因为凸规划

min f ( x) ;

s .t . gi ( x) ≥ 0 , i = 1 ,⋯ , m .

等价于凸规划

min z ;

s .t . z - f ( x) ≥ 0 ,

  gi ( x) ≥ 0 , i = 1 ,⋯ , m .
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  下面介绍的割平面法 , 是由 Kelley 和 Cheney-Goldstein 于

1959 年1960 年给出的 ,也称之为 KCG法 .

割平面法的基本思想是 ,用多面集取代可行域 ,并在多面集上

极小化目标函数 cx .运用这种方法时 ,首先假定可行域包含在由

有限个线性不等式定义的紧集 S1 中 .

解线性规划问题

min cx;

s .t . x∈ S1 .

得到此问题的最优解 x后 ,在 x将 ( 2.98 )中具有最小约束函数值

的约束线性化 ,假设

gr ( x) > min { gi ( x) | i = 1 ,⋯ , m} ,

则将 gr ( x)线性化 ,并把线性化约束

gr ( x) + � g r ( x)
T

( x - x) ≥ 0 (2 .99)

加入到确定 S1 的线性约束集中 ,构成一个新的线性约束集 ,从而

确定一个新的多面集 S2 ,再求解线性规划

min cx;

s .t . x∈ S2 .
( 2 .100)

这时必有 S2� S1 ,因为条件 ( 2.99 )的引入 ,使得从 S1 中割去了不

满足条件 (2.99)的点 .

求出 (2.100 )的最优解后 ,重复上述做法 ,可构造出一系列多

面集

Sk � Sk - 1 � ⋯ � S2 � S1 ,

它们都包含可行域 S ,而且随着 k 的增大 ,线性规划的可行域 Sk

越来越逼近原来问题的可行域 S .求解一系列线性规划问题 ,将产

生由线性规划最优解组成的一个序列{ x( k )
} .对于凸规划 ,若可行

域 S 有界 ,并且 gi ( x)连续可微 ,则这个序列 (至少有一个子序列 )

收敛于凸规划的最优解 .
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具体计算时 ,由于每次迭代与上一次相比只是增加一个新的

约束条件 ,因此可用对偶单纯形法求解线性规划 .

计算步骤 :

(1 ) 给定初始多面集 S1 = { x | Ax≥ b} ,使得 S1� S , S 是问

题的可行域 ,并且使目标函数 cx在 S1 上有界 .给定允许误差ε>

0 ,置 k = 1 .

(2 ) 求解线性规划

min cx;

s .t . x∈ Sk .

设线性规划最优解为 x( k )
.

(3 ) 若 gi ( x( k )
)≥ - ε, i = 1 ,⋯ , m .则停止计算 ,得到近似解

x( k )
;否则 ,选择下标 r ,使得

gr ( x( k ) ) = min
i

gi ( x( k ) ) .

令 Sk + 1 = { x∈ Sk | gr ( x( k ) ) + � g r ( x( k ) ) T ( x - x( k ) )≥0 } ,置 k∶

= k + 1 ,返回 ( 2) .

例 2.3.12  用割平面法求解下列问题 :

min f ( x) > - 4 x1 - x2 ;

s .t . g1 ( x) = 8 - x
2
1 - x

2
2 ≥ 0 ,

g2 ( x) = 2 x2 - x
2
1 ≥ 0 ,

g3 ( x) = 3 x1 + x2 - 3 ≥ 0 .

  解  取初始多面集

S1 = { x | 0 ≤ x1 ≤ 3 , 0 ≤ x2 ≤ 3} .

容易验证 S1 包含问题的可行域 .

解线性规划

min - 4 x1 - x2 ;

s .t . x∈ S1 .

得到线性规划的最优解
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x( 1 )
=

x1

x2

=
3

3
.

x( 1 )
不满足原来的约束 g1 ( x)≥0 和 g2 ( x)≥0 ,由于 g1 ( x( 1 )

) =

- 10 , g2 ( x( 1 ) ) = - 3 .因此计算步骤中所用指标 r = 1 ,即将 g1 ( x)

线性化 , g1 ( x)≈26 - 6 x1 - 6 x2 .令 S2 = { x∈ S1 | 26 - 6 x1 - 6 x2

≥0} ,用对偶单纯形方法解线性规划问题 :

min - 4 x1 - x2 ;

s .t . x∈ S2 .

得到此线性规划问题的最优解为

x( 2 )
=

x1

x2

=

3

4
3

.

  再判断 x( 2 )
是否为原问题的最优解 ,由于 g1 ( x( 2 )

) = - 25/ 9 ,

g2 ( x( 2 )
) = - 19/ 3 ,因此点 x( 2 )

还不是原问题的可行解 .这时 r =

2 ,按算法规定 ,在 x( 2 )
处将 g2 ( x)线性化

g2 ( x) ≈ 8 - 6 x1 + 2 x2 ,

令 S3 = { x∈ S2 | 8 - 6 x1 + 2 x2≥0} .

解线性规划 :

min - 4 x1 - x2 ;

s .t . x∈ S3 .

得到线性规划的最优解

x( 3 ) =
x1

x2

=

25
12

27
12

.

目标函数值 f ( x( 3 )
) = - 127/ 12 .x( 3 )

已经接近原来问题的最优解

x = (2 ,2 )
T

.如果需要得到更精确的近似解 ,可继续作下去 .
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2.3.7  二次规划

二次规划 ( quadratic program)是非线性规划中一种特殊情形 ,

它的目标函数是二次实函数 ,约束是线性的 .由于二次规划比较简

单 ,便于求解 ,而且某些非线性规划可以转化为求解一系列二次规

划问题 ,因此二次规划算法较早引起人们的重视 ,成为求解非线性

规划的一个重要方法 .二次规划的算法较多 , 下面仅列举其中几

种 .

1  Lagrange法

考虑二次规划问题 :

min
1
2

xT Hx + cT x;

s .t . Ax = b .
( 2 .101)

其中 H是 n 阶对称方阵 , A是 m× n 矩阵 , A的秩为 m , x∈ E
n

,

b是 m 维列向量 .为介绍这种方法 ,首先给出下列定义 .

定义 2.3.13  Lagrange函数

L ( x,λ) =
1
2

xT Hx + cT x - λT
( Ax - b)

其中λ是 Lagrange乘子 .

设 x是 ( 2.101 )的最优解 , Lagrange乘子为λ .运用 Lagrange

方法求解 (2.101 ) ,最优解的公式是 :

x = - Qc + RT b , ( 2 .102)

λ = Rc - Sb, ( 2 .103)

其中

Q = H - 1 - H - 1 AT
( AH - 1 AT

)
- 1 AH - 1

,

R = ( AH - 1 AT
)

- 1 AH - 1
,

S = - ( AH - 1 AT
)

- 1
.

  下面给出 x,λ的另一种表达式 .
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设 x( k )
是任何一可行解 ,即 Ax( k )

= b .( 2.102 )和 ( 2.103 )可

改写为

x = x( k )
- Qgk , ( 2 .104)

λ= Rgk , ( 2 .105)

其中 gk =� f ( x( k )
) = Hx( k )

+ c .

2  起作用集方法

考虑具有不等式约束的二次规划问题

min f ( x) >
1
2

xT Hx + cT x;

s .t . Ax≥ b .

( 2 .106)

其中 H是 n 阶对称正定矩阵 , c是 n 维列向量 , A是 m× n 矩阵 ,

A 的秩为 m , b是 m 维列向量 , x∈ E
n

.

运用起作用集方法 ,在每次迭代中 ,以已知的可行点为起点 ,

把在该点起作用约束作为等式约束 ,在此约束下极小化目标函数

f ( x) ,而其余的约束暂且不管 .求得新的比较好的可行点以后 ,再

重复以上做法 .

设在第 k 次迭代中 ,已知可行点 x( k )
,在该点起作用约束指

标集用 I
( k )
表示 .这时 ,按算法规定 ,需要求解等式约束问题 :

min f ( x) ;

s .t . aix = bi , i∈ I
( k )

.
( 2 .107)

其中 ai
是矩阵 A 的第 i 行 ,也是在 x( k )

处起作用约束函数的梯

度 .为方便起见 ,现将坐标原点移至 x( k )
,令

δ = x - x( k )
,

(2 .107 )转化成求校正量δ
( k )
的问题 :

min
1
2
δT Hδ+ � f ( x( k ) ) Tδ

s .t . aiδ = 0 , i ∈ I( k )

( 2 .108)
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  解二次规划 ( 2.108 ) ,求得最优解δ
( k )

.如果 x( k )
+δ

( k )
是可

行点 ,且δ( k ) ≠0 , 则在第 k + 1 次迭代中 , 已知点取作 x( k + 1 ) =

x( k )
+δ

( k )
;如果 x( k )

+δ
( k )
不是可行点 ,则令方向 d( k )

=δ
( k )

.沿

d( k )方向搜索 ,迭代公式如下 :

x( k + 1 )
= x( k )

+ αkd
( k )

, ( 2 .109)

αk = min{1 , α̂k } , ( 2 .110)

α̂k = min
bi - aix( k )

aid( k ) i | I
( k )

, aid( k )
< 0 . ( 2 .111)

如果

αk =
bp - apx( k )

apd( k ) < 1 ,

则把指标 p 加入 I
( k )

, 得到在 x( k + 1 )
处的起作用约束指标集

I
( k + 1 )

.

如果δ
( k )

= 0 ,则 x( k )
是 ( 2.107)的最优解 .这时应判断 x( k )

是

否为 (2.106 )的最优解 .为此 ,需用公式 ( 2.105)计算起作用约束的

乘子λ( k )
i , i∈ I( k ) .如果这些λ( k )

i ≥0 ,则点 x( k )是 ( 2.106 )的 K-T

点 .由于 ( 2.106)是凸规划 ,因此 x( k )
是最优解 .如果存在 q∈ I

( k )
,

使得λ
( k )
q < 0 ,则 x( k )

不是最优解 .这时把下标 q 从 I
( k )
中删除 .如

果有几个乘子同时为负数 ,令 λ( k )
q = min {λ( k )

i | i∈ I( k ) } ,把对应

λ
( k )
q 的约束从起作用约束集中去掉 ,再解 (2.108 ) .

计算步骤 :

(1 ) 给定初始可行点 x( 1 )
,相应的起作用约束指标集为 I

( 1 )
,

置 k = 1 .

(2 ) 求解 ( 2.108 ) ,设其最优解为 δ
( k )

.若 δ
( k )

= 0 , 则进行

(5 ) ;否则 ,进行 ( 3) .

(3) 令 d( k )
= δ

( k )
, 由 ( 2.110 ) 求 αk , 令 x( k + 1 )

= x( k )
+
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αkd
( k )

,计算� f ( x( k + 1 )
) .

(4 ) 若αk < 1 ,则置 I
( k + 1 )

= I
( k )
∪ { p} , k∶= k + 1 ,返回 ( 2 ) ;

若αk = 1 ,则记 x( k + 1 )处起作用约束指标集为 I( k + 1 ) ,置 k∶= k +

1 ,进行 (5 ) .

(5 ) 用 (2.105 )计算对应起作用约束的 Lagrange乘子λ( k ) ,设

λ
( k )
q = min {λ

( k )
i | i∈ I

( k )
} .

若λ
( k )
q ≥0 ,则停止计算 ,得最优解 x( k )

;否则 ,从 I
( k )
中删除 q ,返

回 (2 ) .

3  Lemke法

Lemke算法的基本思想是 ,把线性规划的单纯形方法加以适

当修改 ,再用来求二次规划的 Kuhn-Tucker 点 .

考虑二次规划问题 :

min f ( x) >
1
2

xT Hx + cT x;

s .t . Ax≥ b,

 x≥ 0 .

( 2 .112)

其中 H 是 n 阶对称方阵 , c是 n 维列向量 , A是 m× n 矩阵 , A的

秩为 m , b是 m 维列向量 .

引入乘子 y和 u,定义 Lagrange函数

L ( x, y, u) =
1
2

xT Hx + cT x - yT
( Ax - b) - uT x .

( 2 .113)

再引入松弛变量 v≥0 ,使

Ax - v = b

  (2.112 )的 Kuhn-Tucker 条件写成 :
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u - Hx + AT y= c,

v - Ax = - b,

uT x = 0,

vT y= 0,

     u, v, x, y≥ 0 .

( 2 .114)

进而写成下列形式 :

w - Mz = q,

w, z≥ 0,
( 2 .115)

wT
z = 0 . ( 2 .116)

其中

w =
u

v
, z =

x

y
, M =

H - AT

A 0
, q =

c

- b
,

w, q, z 均为 m + n 维列向量 , M 是 m + n 阶矩阵 .( 2.115 )和

(2.116 )一起称为线性互补问题 ( linear complementary problem) .

定义 2.3.14  设 ( w, z)是 ( 2.115 )的一个基本可行解 ,且每

个互补变量对 ( w i , zi )中有一个变量是基变量 ,则称 ( w, z)是互补

基本可行解 (complementary basic feasible solution) .

这样 ,求二次规划 Kuhn-Tucker 点就转化为求互补基本可行

解 .

现在介绍求互补基本可行解的 Lemke法 .分两种情形 :

(1 ) 如果 q≥0 ,则 ( w, z) = ( q,0)就是一个互补基本可行解 .

(2 ) 如果不满足 q≥0 ,则引入人工变量 z0 ,令

w - Mz - ez0 = q, ( 2 .117)

w, z , z0 ≥ 0 , ( 2 .118)

wT z = 0 , ( 2 .119)

其中 e = ( 1 ,⋯ , 1 )
T
是分量全为 1 的 m + n 维列向量 .

在求解 ( 2.117 )至 ( 2.119 )之前 , 先引入准互补基本可行解
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(almost complementary basic feasible solution )的概念 .

定义 2.3.15  设 ( w, z , z0 )是 ( 2.117 ) , ( 2.118 )和 ( 2.119 )的

一个可行解 ,并且满足条件 :

(1 ) ( w, z, z0 )是 (2.117 )和 ( 2.118)的一个基本可行解 .

(2 ) 对某个 s∈ {1 ,⋯ , m + n} , ws 和 zs 都不是基变量 .

(3 ) z0 是基变量 ,每一个互补变量对 ( w i , zi ) ( i = 1 ,⋯ , m +

n , i≠ s)中 ,恰有一个变量是基变量 .则称 ( w, z, z0 )为准互补基

本可行解 .

下面说明怎样实现从一个准互补基本可行解到另一个准互补

基本可行解的转换 ,直至求出互补基本可行解 .

首先 ,令

z0 = max{ - qi | i = 1 ,⋯ , m + n} = - qs ,

z = 0, w = q + ez0 = q - eqs ,

则 ( w, z, z0 ) = ( q - eqs ,0 , - qs )是一个准互补基本可行解 ,其中

w i ( i≠ s)和 z0 是基变量 ,其余变量为非基变量 .以这个解为起始

解 ,用主元消去法求新的准互补基本可行解 ,力图迫使 z0 变为非

基变量 .为保持可行性 ,选择主元时要遵守两条规则 :

(1 ) 若 w i (或 z i )离基 ,则 zi (或 w i )进基 ;

(2 ) 按照单纯形方法中的最小比值规则确定离基变量 .

这样就能实现从一个准互补基本可行解到另一个准互补基本

可行解的转换 ,直至 z0 变为非基变量 ,得到互补基本可行解 ,或者

得出由式 (2.117 )至 ( 2.119)所定义的可行域无界的结论 .

计算步骤 :

(1 ) 若 q≥0 ,则 ( w, z ) = ( q,0 )是互补基本可行解 ,停止计

算 ;否则 ,用表格形式表示方程组 (2.117 ) .设

- qs = max{ - qi | i = 1 ,⋯ , m + n} ,

取 s 行为主行 , z0 对应的列为主列 ,进行主元消去 ,令 ys = zs .
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(2 ) 设在现行表中变量 ys 下面的列为 ds .若 ds≤0 ,则停止计

算 ,得到 ( 2.117)和 ( 2.118)的可行域的极方向 ;否则 , 按最小比值

规则确定指标 r ,使

qr

d rs
= min

qi

dis
dis > 0 .

如果 r 行的基变量是 z0 ,则转 ( 4) ;否则 ,进行 (3 ) .

(3 ) 设 r 行的基变量为 w l 或 zl ( l≠ s) ,变量 ys 进基 ,以 r 行

为主行 , ys 对应的列为主列 ,进行主元消去 .如果离基变量是 wl ,

则令 ys = zl ;如果离基变量是 zl ,则令 ys = w l .转 ( 2) .

(4) 变量 ys 进基 , z0 离基 .以 r 行为主行 , ys 对应的列为主

列 ,进行主元消去 .得到互补基本可行解 ,停止计算 .

2.3.8  罚函数法

考虑约束问题

min f ( x) ;

s .t . gi ( x) ≥ 0 , i = 1 ,⋯ , m ,

hj ( x) = 0 , j = 1 ,⋯ , l .

( 2 .120)

其中 f ( x) , gi ( x) ( i = 1 ,⋯ , m) , hj ( x) ( j = 1 ,⋯ , l )是 E
n
上的连

续函数 .

罚函数法 ( penalty function method )的基本思想是 , 利用目标

函数和约束函数组成辅助函数

F( x,σ) = f ( x) + σP ( x ) . ( 2 .121)

F( x,σ)具有这样的性质 :当点 x位于可行域以外时 , F( x,σ)取

值很大 ,而且离可行域越远其值越大 ;当点在可行域内时 ,函数 F

( x,σ) = f ( x) .这样 ,可将原来问题转化成关于辅助函数 F ( x,σ)

的无约束极小值问题 :

min  F( x,σ) > f ( x) + σP( x) . ( 2 .122)

在极小化过程中 ,若 x 不是可行点 , 则辅助函数中的第 2 项σP
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( x)取很大的正值 ,其作用迫使迭代点靠近可行域 .因此 ,求解问

题 (2.122 )能够得到约束问题 ( 2.120 )的近似解 ,而且σ越大 , 近

似程度越好 .通常将σP( x)称为罚项 ,σ称为罚因子 , F( x,σ)称为

罚函数 .

罚函数可有不同定义方法 .P( x)的一般形式为

P( x) = ∑
m

i = 1

Φ( gi ( x) ) +∑
l

j = 1

Ψ( hj ( x) ) . ( 2 .123)

Φ和Ψ是满足下列条件的连续函数 :

当 y≥0 时 ,Φ( y ) = 0;

当 y < 0 时 ,Φ( y ) > 0 .

当 y = 0 时 , Ψ( y ) = 0;

当 y≠0 时 , Ψ( y ) > 0 .

函数 Φ和Ψ的典型取法如下 :

Φ = [ max{0 , - gi ( x) } ]α , Ψ = | hj ( x ) |β,

其中α≥1 ,β≥1 ,均为给定常数 .通常取作α=β= 2 .

例 2.3.16  求解下列非线性规划问题 :

min f ( x) > ( x1 - 1 )
2

+ x
2
2 ;

s .t . g( x) > x2 - 1 ≥ 0 .

  解  定义罚函数

F( x,σ) = ( x1 - 1)
2

+ x
2
2 + σ[ max{0 , - ( x2 - 1) }]

2

=
( x1 - 1)

2
+ x

2
2 , 当 x2 ≥ 1;

( x1 - 1)
2

+ x
2
2 + σ( x2 - 1)

2
, 当 x2 < 1 .

  下面用解析法求解问题 :

min  F( x,σ) .

根据 F( x,σ)的定义 ,有

�F
�x1

= 2 ( x1 - 1 ) ,
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�F
�x2

=
2 x2 , 当 x2 ≥ 1;

2 x2 + 2σ( x2 - 1 ) , 当 x2 < 1 .

令

�F
�x1

= 0 ,
�F
�x2

= 0 ,

得到罚函数的极小点 (原问题的近似解 )

xσ =
x1

x2

=

1

σ
1 +σ

.

令σ→ +∞ ,则

xσ→ x =
1

1
,

x为约束问题的最优解 .

实际计算中 ,罚因子的选择很重要 .如果σ太小 ,则罚函数的

极小点远离约束问题的最优解 ;如果σ太大 ,则给计算增加困难 .

一般是取一个趋向无穷大的严格递增正数列 {σk } , 从σ1 开始 ,对

每个 k ,求解无约束问题 :

min  f ( x) +σk P( x) . ( 2 .124)

得到极小点的序列 { xσ
k
} ,在适当的条件下 ,这个序列收敛于约束

问题的最优解 .如此通过求解一系列无约束问题来获得约束问题

最优解的方法称为序列无约束极小化方法 ( sequential uncon-

st rained minimization technique) ,简称为 SUMT 方法 .

计算步骤 :

(1 ) 给定初始点 x( 0 )
,初始罚因子σ1 ,放大系数 c > 1 ,允许误

差ε> 0 ,置 k = 1 .

(2 ) x( k - 1 )
为初点 ,求解无约束问题 min  f ( x) +σk P( x ) ,设

其极小点为 x( k )
.

( 3) 若σk P( x( k ) ) <ε,则停止计算 ,得到点 x( k ) ;否则 ,令σk + 1
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= cσk ,并置 k∶= k + 1 ,返回 ( 2) .

在序列无约束极小化过程中 , F ( x( k )
,σk )和 f ( x( k )

)递增 ,

P( x( k ) )递减 .

引理 2.3.17  设 0 <σk <σk + 1 , x( k )
和 x( k + 1 )

分别为取罚因

子σk 及σk + 1时无约束问题的极小点 ,则下列各式成立 :

(1 ) F( x( k )
,σk )≤ F( x( k + 1 )

,σk + 1 ) ,

(2 ) P( x( k )
)≥ P( x( k + 1 )

) ,

(3 ) f ( x( k )
)≤ f ( x( k + 1 )

) .

约束问题的最优值与 F( x( k )
,σk ) , f ( x( k )

)之间有下列关系 :

引理 2.3.18  设 x 是问题 ( 2.120 )的最优解 , 且对任意的

σk > 0 ,由 ( 2.121)定义的 F ( x,σk )存在极小点 x( k )
,则对每一个

k,成立

f ( x) ≥ F( x( k )
,σk ) ≥ f ( x( k )

) . ( 2 .125)

  罚函数法 ,也称外点法 ,所产生的序列 { x( k ) }在适当的条件下

是收敛的 .

定理 2.3.19  设 (2.120 )的可行域 S 非空 ,且存在一个数ε

> 0 ,使得集合

Sε = { x| gi ( x) ≥ - ε, i = 1 ,⋯ , m ; | hj ( x) |≤ε, j = 1 ,⋯ , l}

是紧集 ,又设{σk }是趋向无穷大的严格递增正数列 , 且对每个 k,

(2.124 )存在最优解 x( k )
,则 { x( k )

}存在一个收敛子序列 { x( k
j
)
} ,

并且任何这样的收敛子序列的极限都是 (2.120 )的最优解 .

2.3.9  障碍函数法

这种方法又称为内点罚函数法 ,迭代中总是从内点出发 ,并保

持在可行域内部进行搜索 .这种方法适用于下列只有不等式约束

的问题 :

min f ( x) ;

s .t . gi ( x) ≥ 0 , i = 1 ,⋯ , m .
( 2 .126)
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其中 f ( x) , gi ( x) ( i = 1 ,⋯ , m)是连续函数 .现将可行域记作

S = { x | gi ( x) ≥ 0 , i = 1 ,⋯ , m } .

  为了保持迭代点含于可行域内部 ,我们定义障碍函数 ( barrier

function)

F( x,γ) = f ( x) + γB( x) , ( 2 .127)

其中 B ( x)是连续函数 ,当点 x趋向可行域边界时 , B( x)→ +∞ .

两种重要的形式是 :

B( x) =∑
m

i = 1

1
gi ( x)

, ( 2 .128)

及 B( x) = - ∑
m

i = 1

log gi ( x) . ( 2 .129)

γ是很小的正数 .这样 ,当 x趋向边界时 ,函数 F( x,γ)→ +∞ ;否

则 ,由于γ很小 ,则函数 F( x,γ)的取值近似于 f ( x) .因此可通过

求解下列问题得到 (2.126 )的近似解 .

min F( x,γ) ;

s .t . x∈ int S .
( 2 .130)

  由于 B( x)的作用 ,在可行域边界形成“围墙”,因此 ( 2.130)

的解 xγ含于可行域内部 .B( x)的阻挡作用是自动实现的 ,因此从

计算的观点看 , ( 2.130)可当作无约束问题来处理 .

根据障碍函数 F( x,γ)的定义 ,γ取值越小 , ( 2.130 )的最优

解越接近 (2.126 )的最优解 ;但是 ,γ太小将给 ( 2.130)的计算带来

很大困难 .因此 ,仍采取序列无约束极小化方法 ,取一个严格单调

减且趋于零的障碍因子数列 {γk } ,对每一个 k ,从内部出发 ,求解

问题

min F( x,γk ) ;

s .t . x∈ int S .
( 2 .131)

  计算步骤 :

(1 ) 给定初始内点 x( 0 )
∈int S ,允许误差ε> 0 ,初始参数 γ1 ,
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缩小系数β∈ (0 ,1 ) ,置 k = 1 .

(2 ) 以 x( k - 1 )
为初点 ,求解下列问题 :

min f ( x) + γk B( x) ;

s .t . x∈ in t S .

其中 B( x)由式 (2.128 )定义 .设求得的极小点为 x( k )
.

(3 ) 若 γk B ( x( k )
) <ε, 则停止计算 , 得到点 x( k )

; 否则 , 令

γk + 1 =βγk ,置 k∶= k + 1 ,返回 (2 ) .

关于内点法的收敛性有下列结论 .

定理 2.3.20  设在 (2.126 )中 ,可行域内部非空 ,且存在最优

解 ,又设对每一个 γk ,由 (2.127 )定义的 F( x,γk )在 S 的内部存

在极小点 ,并且障碍函数法产生的序列 { x( k )
}存在子序列收敛于

x,则 x是问题 (2.126 )的最优解 .

2.3.10  外插技术

罚函数法当罚因子σk 不断增大 (γk 不断减小 )时 , Hesse矩阵

会变为病态矩阵 ,经验表明 ,这种状况将减慢算法的收敛 .为加快

罚函数法的收敛性 ,可以采取一些措施 .外插法 ( extrapolation )就

是为此目的提出的 .这种方法的基本思想是 ,利用前面若干个障碍

因子γk 及相应的解 x( k ) ,来预测下一个问题的解点 .具体地讲 ,把

罚函数 F( x,γ) (对外点法 ,相当于 F ( x,σ) = F x,
1
γ

)的极小

点看作罚参数γ的函数 ,记作 x(γ) .在某些条件下 , x(γ)在γ= 0

附近是γ的连续函数 , 因此用这个函数可求得原来问题的近似

解 .假设对于罚因子γ0 >γ1 > ⋯ >γt > 0 求得相应罚函数 F ( x,

γk )的极小点

x( 0 ) , x( 1 ) ,⋯ , x( t ) .

现用这些数据将 x(γ)表示成γ的一个 t次多项式 ,设
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x(γ) = ∑
t

j = 0

Pjγ
j
, ( 2 .132)

其中 Pj 为 n 维列向量 .

将γk 及相应的解 x( k )
代入 (2 .132 ) ,得到

x( k )
= ∑

t

j = 0

Pjγ
j
k , k = 0 ,1 ,⋯ , t . ( 2 .133)

由 (2 .133 )可确定列向量 Pj , j = 0 , 1 ,⋯ , t .

若在 (2 .132 )中 ,令 γ= 0 ,则得到 x( 0 ) = P0 .x( 0 )就是原问

题最优解的一个更好的近似 .我们也可以用 x( 0 )作为初始点 ,求

F( x,γt + 1 )的极小点 ,从而加速了整个计算过程 .

迭代公式如下 :

给定γ0 > 0 , c > 1. 令 γi =γ0/ ci , i = 1 ,⋯ , t .假设已经求得

F( x,γi )的极小点 x( i ) , i = 0 , 1 ,⋯ , t .令

x( i ,0 )
= x( i )

, i = 0 , 1 ,⋯ , t ;

x( i , k ) =
c

kx( i , k - 1 )
- x( i - 1 , k - 1 )

ck - 1
, i = 1 ,⋯ , t; k = 1 ,⋯ , i .

( 2 .134)

则“最好”的估计 x(0 )≈ x( t , t ) .

2 .3 .11  乘子法

在某些情况下罚函数的 Hesse矩阵在迭代过程中会变成病态

( ill-condition) ,为了克服这个缺点 Hestenes和 Powell于 1968 年各

自独立地提出了乘子法 ( multiplier method ) .下面分两种情形给

出 .

1  等式约束情形

考虑等式约束问题 :

min f ( x) ;

s .t . hj ( x) = 0 , j = 1 ,⋯ , l .
( 2 .135)
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其中 f , hj ( j = 1 ,⋯ , l )是二次连续可微函数 , x∈ E
n

.

为介绍乘子法 ,先要定义增广 Lagrange函数 (乘子罚函数 ) :

Φ( x, v,σ) = f ( x) - ∑
l

j = 1

v j hj ( x) +
σ
2∑

l

j = 1

h
2
j ( x)

= f ( x) - vT h( x) + σ
2

h( x) T h( x) .

( 2 .136)

其中

v =

v1

⋯

v l

, h( x) =

h1 ( x )

⋯

hl ( x )

,  σ> 0 .

  Φ ( x, v,σ) 与 Lagrange 函数的区别在于增加了罚项

σ
2

h( x) T h( x) ;而与罚函数的区别在于增加了乘子项 ( - vT h

( x) ) .这种区别使得增广 Lagrange 函数与 Lagrange 函数及罚函

数具有不同的性态 .对于 Φ( x, v,σ) ,如果知道最优乘子 v,只要

取足够大的罚因子σ,不必趋向无穷大 ,就可通过极小化 Φ( x, v,

σ)求得 (2 .135 )的局部最优解 .但是 , 最优乘子 v 事先未知 ,因此

先给定充分大的σ和 Lagrange乘子的初步估计 v ,然后在迭代过

程中修改 v,力图使 v趋向最优值 .

设在第 k 次迭代中 , Lagrange乘子向量的估计为 v( k ) ,罚因

子σ,Φ( x, v, ( k )
,σ)的极小点 x( k )

.修正乘子 v 的公式为

v
( k+ 1 )
j = v

( k )
j - σhj ( x

( k )
) , j = 1 ,⋯ , l . ( 2 .137)

然后进行第 k + 1 次迭代 ,求 Φ( x, v( k + 1 )
,σ)的无约束极小点 .继

续做下去 ,可望乘子 v( k )→ v,从而 x( k )→ x .如果 { v( k ) }不收敛 ,或

者收敛太慢 , 则增大参数 σ, 再进行迭代 .收敛快慢一般用‖ h

( x( k )
)‖/ ‖h( x( k - 1 )

)‖来衡量 .

计算步骤 :
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(1 ) 给定初始点 x( 0 )
,乘子向量的初始估计 v( 1 )

,参数σ,允许

误差ε> 0 ,常数α> 1 ,β∈ ( 0 , 1) ,置 k = 1 .

(2 ) 以 x( k - 1 )
为初点 ,解无约束问题 min Φ( x, v( k )

,σ) ,得解

x( k )
.

(3 ) 若‖ h( x( k )
)‖ <ε,则停止计算 ,得到点 x( k )

;否则 ,进行

(4 ) .

(4 ) 若

‖ h( x( k )
)‖

‖h( x( k - 1 )
)‖
≥β,

则置σ∶=ασ,转 (5 ) ;否则 ,进行 ( 5) .

(5 ) 用公式 ( 2 .137)计算 v
( k + 1 )
j , j = 1 ,⋯ , l ,置 k∶= k + 1 ,转

(2 ) .

2  一般情形

考虑问题 :

min f ( x) ;

s .t . gj ( x) ≥ 0 , j = 1 ,⋯ , m ,

hj ( x) = 0 , j = 1 ,⋯ , l .

( 2 .138)

定义增广 Lagrange函数

Φ( x, w, v,σ) = f ( x) +
1

2σ∑
m

j = 1

[ max(0 , wj - σgj ( x) ) ]2 - w
2
j

-∑
l

j = 1

v j hj ( x) +
σ
2∑

l

j = 1

h2
j ( x) . ( 2 .139)

  迭代中 ,与只有等式约束情形类似 ,也是取定充分大的参数

σ,以及通过修正第 k 次迭代中的乘子 w( k )
和 v( k )

,得到第 k + 1

次迭代中的乘子 w( k + 1 )
和 v( k + 1 )

.修正公式如下 :

w
( k+ 1 )
j = max (0 , w

( k )
j - σgj ( x( k )

) ) , j = 1 ,⋯ , m .( 2 .140)

v
( k+ 1 )
j = v

( k )
j - σhj ( x( k )

) , j = 1 ,⋯ , l ( 2 .141)

  算法与等式约束情形相同 .

·591·



参 考 文 献

1  �Bazaraa M S and C M Shetty . Nonlinear Programming: Theory and Algo-

rithms . Wiley , New York , 1979

2  %Avriel M . Nonlinear Programming: Analysis and Methods . Prentice-Hall,

Inc ., 1976

3  �Luenberger D G . Int roduction to Linear and Nonlinear Programming . Addi-

son-Wesley , 1973

4  �McCormick G P . Nonlinear Programming: Theory , Algorithms and Applica-

tion . John Wiley and Sons, New York , 1983

·691·



3  整数规划

3.1  引言

  整数规划 ( integer programming)是一类要求变量取整数值的

数学规划 ( mathematical programming ) .若在线性规划中 , 要求变

量取整数值时 , 则称为线性整数规划 ( linear integer program-

ming) ,若要求变量只取 0 或 1 时 , 则称为 0 , 1 规划 ( 0 , 1—pro-

gramming) .若只要求部分变量取整数值 , 则称为混合整数规划

( mixed integer programming) .

1954 年 , G .B .Dantzig , D .R .Fulkerson 和 S .M .Johnson 在研

究推销商问题 ( traveling salesman problem )时 ,首先提出了破子圈

方法和将问题分解成几个子问题之和的思想 ,这是整数规划中两

大类基本方法———割平面 ( cutting plane)方法和分支定界 ( branch

and bound)法的萌芽 .

1958 年 , R .E .Gomory 创立了一般线性整数规划的割平面算

法 ;1960 年 , A .H .Land 和 A .G .Doig 首先对推销商问题提出了一

个分解算法 ,紧接着 , E .Balas 等人将其发展成一般线性整数规划

的分支定界法 ,从而形成了独立的整数规划分支 .

从计算复杂性 (complexity)角度看 ,几乎所有的整数规划问题

都属于困难问题 .很少有精确的多项式算法 ( polynomial algo-

rithm) .因此 ,近年来 ,对整数规划的研究 ,主要考虑各种特殊规划

问题的近似算法 .如推销商问题、背包问题 .选址问题等的近似算

法 .从而派生了一个新的分支———多面体组合 ( polyhedral combi-

natorics) .这实际上 ,已进入了组合最优化的研究领域 .这里 ,只介
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绍整数规划的最基本的算法 .  

3.2  例子

例 3.2.1  背包问题 ( knapsack problem)

一个背包的容积为 v , 现有几种物品可装 ,物品 j 的重量为

w j ,体积为 v j ( j = 1 , 2 ,⋯ , n ) ,问如何配装 ,使得既不超过背包的

容积 ,又使装的总重量最大 .

设

x j =
1 ,  物品 j被装入背包 ;

0 ,  物品 j不装入背包 .

则问题可写成如下的形式 :

max  ∑
n

j = 1

w j x j ;

s .t . ∑
n

j = 1

v j x j  ≤ v ,

x j 取 0 或 1 ,  ( j = 1 ,⋯ , n) .

  例 3.2.2  工厂设址问题 ( plant location problem)

有 n 个城市{1 , 2 ,⋯ , n} ,需要某种物资的数量为 d1 , d2 ,⋯ ,

dn ,现计划要建造 m 座工厂 .假设 ,在城市 j 建厂 ,规模为 Sj ;而

投资为 Fj .从城市 i到城市 j的单位运价为 Ci j ,问 m 个工厂应设

在何处 ,使得既能满足需要 ,又使总投资最省 .

设

y i =
1 ,  若有一个工厂建在城市 i ;

0 ,  城市 i不建厂 .

  设 x i j为从城市 i运往城市 j 的物资总量 ,则问题可写成如下

的形式 :
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min  ∑
i , j

Ci j x i j +∑
i

Fi y i ;

s .t . ∑
n

j = 1

x i j ≤ S i yi  ( i = 1 , 2 ,⋯ , n ) ,

   ∑
n

i = 1

x i j ≥ dj  ( j = 1 , 2 ,⋯ , n) ,

   ∑
n

i = 1

yi = m ,

   y i 取 0 或 1 , x i j ≥ 0  ( i , j = 1 , 2 ,⋯ , n) .

  例 3.2.3  离散变量的数学表示

设 x 只能取{ a1 , a2 ,⋯ , ak }中的一个数值 , 则可表示为如下

数学形式 :

∑
k

i = 1

ai yi = x ,

∑
k

i = 1

yi = 1;  y i 取 0 或 1 .

  例 3.2.4  跳跃变量的数学表示

设 x 的值或者为零 ,或者 L≤ x≤ U ,则可表示为如下数学形

式

x ≥ Ly,  x ≤ U y,  y取 0 或 1

  例 3.2.5  加工问题 ( job scheduling problem)

有 m 台同类型的机床 ,有 n 种零件在这种机床上加工 .设加

工时间分别为 a1 , a2 ,⋯ , an .问如何分配 ,使各种机床的总加工任

务相等 ,或尽可能的均衡 .

设

x i j =
1 ,   若 aj 在机床 i上加工 ;

0 ,   若 aj 不在机床 i上加工 .

则问题可写成如下的形式 :
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min  x0 ;

s .t .  ∑
n

j = 1

aj x i j ≤ x0 ,  i = 1 ,⋯ , m ,

   ∑
m

i = 1

x i j = 1 , j = 1 ,⋯ , n ,

   x i j 取 0 或 1 , i = 1 ,⋯ , m; j = 1 ,⋯ , n .

  例 3.2.6  推销商问题 ( traveling salesman problem)

一个推销商从他家 A0 出发 ,经过预先确定的村子 , A1 ,⋯ ,

A n ,然后回到家 .假定 ,村子 Ai 到 Aj 的距离为 di j ,问如何选定一

个行走顺序 : { A0 , A i
1
, Ai

2
,⋯ , Ai

n
, A0 } ,经过要去的村子 ,并使总

的行程最短 .

对任意村子 Ai , A j ,引进 0 , 1 变量 x i j ,若所求的行走顺序中 :

紧跟着村子 Ai 后面的是 Aj ,则取 x i j = 1 ;否则 , x i j = 0 .此推销商

问题可写成如下数学形式 :

min  ∑
n

i = 0
∑

n

j = 0

di j x i j ;

s .t . ∑
n

j = 0

x i j = 1 ,  i = 0 , 1 ,⋯ , n ,

   ∑
n

i = 0

x i j = 1 ,  j = 0 , 1 ,⋯ , n ,

   ∑
i∈ S
∑
j | S

x i j ≥ 1 ,对任意的非空真子集 S � {0 , 1 ,⋯ , n} ,

   ∑
n

i = 0
∑

n

j = 0

x i j = n + 1 ,

   x i j 取 0 或 1 , i , j = 0 ,1 ,⋯ , n .

  第一、二组条件表示在所求的行走顺序中 ,紧接在村子 A i 的

后面和前面 ,恰有一个村子 ;第三、四组条件保证行走路线恰构成

一个回路 .整数规划问题的一般形式是
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( P)  min  x0 = f ( x1 ,⋯ , xn ) ; ( 3 .1)

s .t .  ∑
n

j = 1

ai j x j = bi , i = 1 ,⋯ , m ,

  x1 ,⋯ , xn ≥ 0 ,

  x1 ,⋯ , xn 取整数值 .

( 3 .2)

为了方便 ,以后记 x = ( x1 ,⋯ , x n )
T

,若 f ( x1 ,⋯ , xn ) = ∑
n

i = 1

ci x i ,

则称 ( P)为线性整数规划问题 .

3.3  解法概述

人们对整数规划问题 ,常有如下想法 : ( 1 ) 因为可行方案的

数目常常是有限的 ,因此 ,经过比较后 ,总能求得最好的方案 .例如

背包的装法 ,最多有 2
n - 1
种方式 ,推销商的行走顺序 ,最多有 n !

种 .但是 ,这种穷举办法 ,实际上是不可行的 .设想计算机每秒钟能

比较一百万个方式 , 那么 , 要比较完 20 ! 种方式 , 大约需要 800

年 ;对 260种方式 ,就要 360 多个世纪 .( 2 ) 先放弃变量的整数性要

求 ,解一个线性规划问题 ,然后用“四舍五入”办法求整数解 .这种

办法 ,只有在变量的取值很大时 ,才有成功的可能性 .而当变量的

取值较小时 ,特别是 0 - 1 变量时 ,往往不会成功 .例如考虑整数规

划问题 :

max  x0 = 3 x1 + 13 x2 ;

s .t .  2 x1 + 9 x2 ≤ 40 ,

11 x1 - 8 x2 ≤ 82 ,

x1 , x2 ≥ 0 ,  x1 , x2 取整数值 .

定义域为图 3.1 中多边形 OABD内的整点 ,放弃整数性要求后的

线性规划最优解为 x0 = 58 .8 , x1 = 9 .2 , x2 = 2 .4 ,而原整数规划最
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优解为 x0 = 58 , x1 = 2 , x2 = 4 .实际上 , (9 .2 ,2 .4 )附近的 4 个整点

(9 ,2 ) , (10 , 2) , ( 10 ,3 )和 ( 9 , 3)都不是整数规划的可行解 .

图  3.1

假如能求出多边形 OABD 中的“整点凸包”(即包含 OABD

中所有整点的最小多边形 ) , 如图 3.2 中的多边形 OEFGHIJ, 则

只要求此凸包上的线性规划问题的最优解 ,便可得到整数规划的

最优解 .对于一般的整数规划问题 ,求整点凸包是一个十分困难的

问题 .然而 , Gomory恰基于此想法 ,提出了割平面算法 .

图  3.2

假如把上述整数规划问题 ,按照图 3.3 的树形方式 ,分解为 5

个定义域互不相交的整数规划子问题 { P1 , P2 , P3 , P4 , P5 }之和 ,

如图 3.4 所示 ,那么 , P3 , P5 的定义域都是空集 .而放弃整数性要
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求后 ,对应于 P1 的线性规划问题的最优解为 ( 2 , 4 ) ,目标函数值

x0 = 58;对应于 P2 的线性规划问题的最优解为 ( 6 , 3 ) , x0 = 57;对

应于 P4 的线性规划问题的最优解为 ( 98/ 11 , 2 ) , x0 = 52
8
11

.因

此 ,容易看出 ,原整数规划的最优解为 (2 ,4 ) .基于这种问题分解的

思想 , Land , Doiog , Little, Balas等人提出了分支定界法和隐数法

( implicit enumeration method) .

图  3.3

图  3.4

以上描述了目前解整数规划问题的两种基本途径 .下面叙述

一般解法 .在整数规划的一般解法中 ,有三个基本概念 .
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3.3.1  分解 (separation)

对任何整数规划问题 ( P) ,令 F ( P)表示 ( P )的可行解集合 .

若满足下述条件 ( 3.3 )和 ( 3.4 ) , 则称问题 ( P)已分解为子问题

( P1 ) ,⋯ , ( Pq )之和 :

∪
q

i = 1
F( Pi ) = F( P) , ( 3 .3)

F( Pi ) ∩ F( Pj ) = � ( 1 ≤ i≠ j≤ q) . ( 3 .4)

常用的分解方式是“两分法”.例如 ,若 x j 是 ( P)的 0 - 1 变量 , (即

x j 只能等于 0 或 1)则问题 ( P )可以按照条件“ x j = 0”和“ x j = 1”

分解为两个子问题之和 .

3.3.2  松弛 ( relaxation)

对任何整数规划问题 ( P) ,凡是放弃 ( P)的某些约束条件 ,所

得到的问题 (珟P) ,都称为 ( P)的松弛问题 .对于 ( P)的任何松弛问

题 (珟P) ,都具有如下明显的性质 :

(1 ) 若 (珟P )没有可行解 ,则 ( P)也没有可行解 .

(2 ) 对求最小值的目标函数而言 , ( P)的最小值不小于 (珟P)的

最小值 .

(3 ) 若 (珟P )的一个最优解是 ( P)的可行解 ,则它也是 ( P )的一

个最优解 .

常用的松弛方式是放弃变量的整数性要求 .假如 ( P)是线性

整数规划问题 ,那么松弛问题便是一个线性规划问题 .

3.3.3  探测 ( fathoming)

假设按某种规则 ,已将问题 ( P)分解为子问题 ( P1 ) ,⋯ , ( Pq )

之和 ,并且各 ( Pi )已有对应的松弛问题 (珟Pi ) .则有如下明显的性

质 :
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(1 ) 若 (珟Pi )没有可行解 , 则已探明了 ( Pi )没有可行解 .因此 ,

可从 ( P)的分解表上把它删去 . ( 3.5)

(2 ) 假设当时已掌握了 ( P)的一个可行解 x* ,它的目标函数

值为 x
*
0 .若松弛问题 (珟Pi )的最小值不小于 x

*
0 ,则已探明了 ( Pi )

中没有比 x * 更好的可行解 .因此 , 已无需再考虑 ( Pi ) , 可从分解

表上把它删去 . ( 3.6)

(3 ) 若 (珟Pi )的最优解是 ( Pi )的可行解 ,则已求得了 ( Pi )的一

个最优解 ,因此 ,无需再考虑 ( Pi )了 ,可从表上删去 .这时 ,若 ( Pi )

的最优解比 x* 好 ,那么 ,替换 x * ,同时也刷新 x
*
0 的记录 . ( 3.7)

(4 ) 假如表上各个 (珟Pi )的目标函数最小值都不比 x
*
0 小 , 那

么 ,当时的记录解 x * ,便是原问题 ( P)的最优解 .

通常称情形 (1 )为可行性探测 , (2 )— ( 4)为最优性探测 .

总之 ,求解整数规划问题 ( P) ,有以下步骤 .首先 ,选定一种松

弛方式 ,将 ( P)松弛成问题 (珟P) , 使得较易求解 .若 (珟P )没有可行

解 ,则 ( P)也没有可行解 .若 (珟P)的最优解是 ( P)的可行解 ,则已求

得 ( P)的最优解 .若 (珟P)的最优解 ,不是 ( P)的可行解 ,则有两条不

同的途径可走 .一是设法改进松弛问题 (珟P ) ,坚持继续探测 ( P) .

二是选定一种分解方式 ,把 ( P)分解成几个子问题之和 ,列表记录

下来 .并且 ,赋予各子问题一个尽可能好的目标函数值的下界 .然

后 ,按一定的次序 ,逐个进行探测 .当某个子问题已经被探明时 ,就

从表中删去 .否则 ,继续对子问题进行分解 .

对线性整数规划问题 ,不用分解技术的算法是割平面方法 .它

用线性规划问题作为松弛问题 .通过逐次生成割平面条件来不断

地改进松弛问题 ,使最后求得的松弛问题的最优解也是整数解 .利

用分解技术的算法有两类 : 隐数法 ( implicit enumeration method)

和分支定界法 ( branch and bound method) .它们通常都是用线性

规划问题作为松弛问题 .不同之处 ,仅在于探测子问题的先后次

序 .隐数法是按照子问题表中“先入后出”的原则来确定探测的先
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后顺序 .分支定界法是按照所赋予的下界的大小来确定探测的先

后顺序 .下界小的子问题优先探测 .前者 ,计算程序比较简单 ,在计

算过程中 ,需要保存的中间信息较少 .而后者 ,选取子问题时有灵

活性 ,因为人们可以期望在下界小的子问题中 , 存在 (整数 )最优

解 .

3.4  整数规划的一般解法

利用分解、松弛、探测技术 ,求解整数规划的一般过程可描述

如下 :

设Π表示子问题表 , x * 表示 ( P)的已知的可行解 , x
*

0 表示

x *的目标函数值 .假设问题 ( P)的目标函数是求最小值 .

(1 ) 置 Π= { ( P) } , x * =� , x *0 = +∞ .

(2 ) 若 Π=� ,则步骤终止 .x * 便是 ( P)的最优解 (若 x* =

� ,则 ( P)无可行解 ) ,否则 ,执行 (3 ) .

(3 ) 按“先入后出”或“下界次序”, 从 Π中取出一个子问题 ,

记为 ( CP) (即 Π \ ( CP)→Π) .

(4 ) 选取 ( CP)的一个松弛问题 ( CP) .

(5 ) 选取一个“适当的”算法 ,求解 ( CP) .

(6 ) ( 3 .5)探测 : 若通过求解 ( CP) ,知道了 ( CP)无可行解 ,则

转 (2 ) .否则 ,执行 ( 7) .

( 7) ( 3 .6)探测 : 若通过求解 ( CP) ,知道了 ( CP)中没有比 x *

更好的解 (例如 ( CP)的最小值≥ x
*
0 ) ,则转到 (2 ) .否则 ,执行 ( 8) .

(8 ) ( 3 .7)探测 : 若求得 ( CP)的最优解是 ( CP )的可行解 ,则

转 (12) .否则 ,执行 (9 ) .

(9 ) 决定是否要分解 ( CP) .若是 ,则转到 (11) .否则转 ( 10 ) .
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(10) 改进 ( CP)的松弛问题 ( CP) (例如在原松弛问题中增加

一个约束条件 ) .然后 ,转 ( 5) .

(11) 选取一种适当的方式 ,分解 ( CP) .赋予 ( CP )的各子问

题尽可能好的目标函数值的下界 ,并将它的各子问题写入 Π中 .

然后 ,转 ( 3) .

(12) 设求得 ( CP)的最优解为珔x,最小值为 v(珔x) .若 v(珔x)≥

x
*
0 ,则转到 ( 2 ) .若 v (珔x) < x

*
0 , 则珔x→ x* , v (珔x)→ x

*
0 , 然后转

(2 ) .

3.4.1  分支定界法

对线性混合整数规划问题 ( P) :

min  x0 = ∑
n

j = 1

cj x j +∑
q

k = 1

dk yk ; ( 3 .8)

s .t . ∑
n

j = 1

ai j x j +∑
q

k = 1

bi k yk = bi ,  i = 1 ,⋯ , m ,

   x1 ,⋯ , x n , y1 ,⋯ , yk ≥ 0 ,

   x0 , x1 ,⋯ , xn 取整数值 .

( 3 .9)

可用分支定界法求解 .

计算步骤 :

首先作如下的处理 : 取 (珟P)为放弃 x j 的整数性要求后的线性

规划问题 .用单纯形方法求解 (珟P) .若 (珟P)无可行解 ,则终止 ,这时

( P)无可行解 .若 (珟P )无最小值 ,则终止 , 这时 ( P )无最小值 .若

(珟P)有最优解珘x,最小值为 v (珘x) .这时 ,若珘x 是 ( P)的可行解 ,则

终止 ,这时珘x也是 ( P)的最优解 .若珘x 不是 ( P)的可行解 ,则赋予

( P)的目标函数值下界为 v (珘x) .

(1 ) 置 Π= { ( P) } , x * =� , x *0 = +∞ .

(2 ) 若 Π=� ,则终止 , x* 便是 ( P)的最优解 (若 x* = � ,则
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( P)无可行解 ) .

(3 ) 从 Π中 ,取出一个使下界值最小的子问题 (或按“先入后

出”原则选出一个子问题 ) ,记作 ( CP) .Π \ ( CP)→Π .

(4 ) 对 ( CP)放弃 x j 的整数性要求 ,得 ( CP) .

(5 ) 用单纯形法求解 ( CP ) , 得最优解及最优目标函数值

v( CP) .

(6 ) ( 3 .5)探测 : 若 ( CP)无可行解 ,则转 ( 2) .

(7 ) ( 3 .6)探测 : 若 ( CP)的最小值 v ( CP)≥ x
*
0 ,则转 (2 ) .

(8 ) ( 3 .7)探测 : 若求得 ( CP )的最优解珘x是 ( CP)的可行解 ,

则转 (12) ,否则执行 ( 9) .

(9) 决定是否要分解 ( CP ) , 若是 , 则转到 ( 11 ) .否则执行

(10) .

(10) 用“分数割平面”方法 (见 3 .5 .4 )求解 ( CP) .并规定这一

步被允许的最长计算时间 (或加割平面的最多次数 ) .假设计算结

束时 ,所得 ( CP)的松弛问题为 ( CP ) (可能题没有解完 ,但规定的

时间已到 ) ,它的最优解为珘x,最小值为 v(珘x) (假如 ( CP)没有可行

解 ,则记珘x =� ) ,然后转 ( 6) .

(11) 按某种“启发性”的原则 ,选取一个整数变量 x j ,使它在

珘x中取非整数珘x j .记 [珘x j ]为不超过珘x j 的最大整数 (例如在珘x1 ,⋯ ,

珘xn 中 ,选取一个最靠近整数的分数 ,作为珘x j ) .按条件“ x j≤[珘x j ]”

和“ x j≥[珘x j ] + 1”,将 ( CP)分解为两个子问题 ( CP1 )和 ( CP2 ) ,并

赋予它们下界 v (珘x) (只要再稍作努力 , 就可分别给出 ( CP1 )和

( CP2 )的更好的下界 ) .将 ( CP1 )和 ( CP2 ) ,以及它们的下界记入 Π

中 ,然后转 ( 3) .

(12) 若 v(珘x) < x
*
0 ,则珘x→ x * , v (珘x)→ x

*
0 ,然后转 ( 2) .若 v
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(珘x)≥ x
*
0 ,则转 (2 ) .

注 : 在 ( 11 )中 ,有一种选取分解变量 x j 的方法 ,称做“罚款”

方法 .设用单纯形法 ,求得 ( CP)的基本最优解为

x i = ai0 +∑
j∈ R

ai j tj ,   i = 0 , 1 ,⋯ , n .

其中 , tj 表示非基变量 , ai0≥0 ( i = 1 ,⋯ , n ) , a0 j≥0 ( j∈ R ) .设

ai0不全是整数 ,这时 , ( CP)的下界为 a00 .

现在 ,设 ai0不是整数 ,按条件 x i≤ [ ai0 ]和 x i≥[ ai0 ] + 1 ,将

( CP)分解成 ( CP1 )和 ( CP2 ) .考虑它们下界的变化情况 .

(1 ) 若在 ( CP)中 ,增加条件 x i≤[ ai0 ] ,则相当于在单纯形表

中增加一行

Si = - ri0 - ∑
j∈ R

ai j tj   (其中 ri0 = ai0 - [ ai0 ] ) .

应用对偶单纯形规则 ,变换一步后 ,目标函数值将增加

Di =
a0 s

ais
ri0 ,其中

a0 s

ais
= min

j∈ R

a0 j

ai j
| ai j > 0 .

  ( 2 ) 若在 ( CP)中 ,增加条件 x i≥ [ ai0 ] + 1 ,则相当于在单纯

形表中增加一行

Si = - 1 + ri0 +∑
j∈ R

ai j tj。

应用对偶单纯形规则 ,变换一步后 ,目标函数值将增加

Ui = ( - 1 + ri0 )
a0 s

ais
,

其中 ,
a0 s

- ais
= min

j∈ R

a0 j

- ai j
| ai j < 0 .

记 Pi = min{ Di , U i } ,称为变量 x i 的“罚款”.当选取 x i 为分

解变量时 , ( CP)各子问题的下界至少可增加 Pi .“罚款”方法就是

选取使 Pi 最大的变量 xe 作为分解变量 .即选分解变量 x j ,使满足

Pj = max{ Pi | ai0不是整数} .
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例 3.4.1  

( P)  min  ux0 = 7 x1 + 3 x2 + 4 x3 ;

s .t . x1 + 2 x2 + 3 x3 ≥ 8 ,

   3 x1 + x2 + x3 ≥ 5 ,

   x1 , x2 , x3 ≥ 0 ,

   x0 , x1 , x2 , x3 取整数 .

  解  用分支定界法计算 :

放弃变量整数性要求的问题记为 (珟P) ,用单纯形法求解 (珟P ) ,

得珘x = (0 .4 , 3 .8 , 0 ) , v (珘x) = 14 .2 ,赋与 ( P)的下界为 15 .

(1 ) 置 Π= { ( P) } , x * =� , x *0 = +∞ .

(2 ) 因 Π≠� ,转 ( 3) .

(3 ) 取 ( P ) = ( CP ) , Π \ ( CP )→Π .执行 ( 4 )～ ( 9 )后 , 转

(11) .

(11) 按条件“ x2≤3”,和“ x2≥4”,将 ( P)分解为子问题 ( P1 ) ,

( P2 )之和 .赋予它们的下界为 15 .置 Π∪ { ( P1 ) , ( P2 ) }→Π =

{ ( P1 ) , ( P2 ) } .然后转 ( 3) .

(3 ) 取 ( CP) = ( P1 ) ,置 Π= { ( P2 ) } .

(4 ) 置 (珟P1 )为 (珟P)加条件 x2≤3 .

(5 ) 解 (珟P1 ) ,得 x1
= (0 .5 , 3 , 0 .5 ) , v (珟P1 ) = 14 .5 .

执行 (6 )～ ( 9)后 ,转 ( 11 ) .

(11 ) 按条件“ x1 = 0”,“ x1≥ 1”将 ( P1 )分解为 ( P3 ) , ( P4 )之

和 ,赋予它们的下界为 15 .置 Π = { ( P3 ) , ( P4 ) , ( P2 ) } .然后转

(3 ) .

(3 ) 取 ( CP) = ( P3 ) ,置 Π= { ( P4 ) , ( P2 ) } .

(4 ) 取 (珟P3 )为 (珟P)加条件 x2≤3 , x1 = 0 .

(5 ) 解 (珟P3 ) ,得 x3 = (0 , 3 , 2 ) , v (珟P3 ) = 17 .

执行 (6 )～ ( 8)后 ,转 ( 12 ) .
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(12) 置 x* = x3
, x
*

0 = 17 ,然后转 ( 3) .

(3 ) 取 ( CP) = ( P4 ) ,置 Π= { ( P2 ) } .

(4 ) 取 (珟P4 )为 (珟P)加条件 x2≤3 , x1≥1 .

(5 ) 解 (珟P4 ) , 得 x4 = 1 , 0 , 2
1
3

, v (珟P4 ) = 16
1
3

, v ( P4 )≥

17 .

(6 ) (珟P4 )有可行解 ,执行 ( 7) .

(7 ) v ( P4 )≥ x
*
0 , ( P4 )探明 .转 (3 ) .

(3 ) 取 ( CP) = ( P2 ) ,置 Π=� .

(4 ) 取 (珟P2 )为 (珟P)加条件 x2≥4 .

(5 ) 解 (珟P2 ) ,得 x2
=

1
3

, 4 , 0 , v (珟P2 ) = 14
1
3

.

执行 (6 )～ ( 9)后 ,转 ( 11 ) .

(11) 按条件“ x1 = 0”,“ x1≥1”将 ( P2 )分解为 ( P5 )与 ( P6 )之

和 .赋予它们的下界为 15 .置 Π= { ( P5 ) , ( P6 ) } .然后转 (3 ) .

(3 ) 取 ( CP) = ( P5 ) ,置 Π= { ( P6 ) } .

(4 ) 取 (珟P5 )为 (珟P)加条件 x2≥4 和 x1 = 0 .

(5 ) 解 (珟P5 ) ,得 x5
= (0 , 5 , 0 ) , v (珟P5 ) = 15 .

执行 (6 )～ ( 8)后 ,转 ( 12 ) .

(12) 因 v( P5 ) < x *0 .故置 x* = x5 , x *0 = 15 .然后 ,转 (3 ) .

(3 ) 取 ( CP) = ( P6 ) ,置 Π=� .执行 ( 4)～ (6 )后 ,转 (7 ) .

(7 ) 因 v ( P6 )≥ x *0 .( P6 )探明 .转 ( 2) .

(2 ) 因 Π= � , 步骤终止 , ( P)的最优解为 x * = x5
= ( 0 , 5 ,

0) , x *0 = 15 .

算法过程如图 3.5 所示 .

图  3.5

3.4.2  0-1规划的“隐数法”

考虑一类特殊的 ,但应用广泛的整数规划问题———线性 0-1
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规划问题 ( P) :

min  x0 = cx = ∑
n

j = 1

cj x j ; (3 .10)

s .t . aix = ∑
n

j = 1

ai j x j ≥ bi  i = 1 ,⋯ , m ,

   x j 取 0 或 1 ,  j = 1 ,⋯ , n ,
(3 .11)

其中 cj , ai j , bi 都是整数 ; ai = ( ai1 , ai2 ,⋯ , ain ) .

不妨设所有的 cj≥0 .因为若有某 cj < 0 ,则作变换 x′j = 1 - x j

后 ,目标函数中 x′j 的系数就变为 - cj > 0 .也不妨设 0≤ c1≤ c2≤

⋯≤ cn .

对任意的变量 x j ,若 ( P )按条件 x j = 0 和 x j = 1 分为两个子

问题 ( P1 ) , ( P2 )之和 ,则记 ( P1 )为 { - j} ,记 ( P2 )为 { + j} .在此子

问题中 , x j 称为固定变量 ,其余变量称为自由变量 .一般地 ,记 x i ,

x j , x k ,⋯等依次已固定为 1 , 0 , 1 , ⋯的子问题为 { + i , - j , + k,

⋯} .所有已取固定值的变量称为固定变量 ,未取定值的变量称为

自由变量 .通常用σ表示固定变量指标 (指带 + , - 号 )的某一个

排列 .用{σ}表示对应的子问题 .( P )也记为 {� } .对任何子问题

{σ} ,定义它的松弛问题 {珓σ}为放弃所有不等式条件 aix≥ bi 后的

问题 .即为 min ∑
j| σ

cj x j | x j 取 0 或 1 , x j 为自由变量 .在松弛问

题{珓σ}中 ,所有的自由变量都取 0 的解 ,记为σ0 .由于 cj≥0 ( j = 1 ,

⋯ , n) ,故{珓σ}的最优解显然是 σ0 .如上所述 ,可将 ( P)分解成如图

3.6 的树枝形式 .

“隐数法”是沿着分解树的各个树枝 ,从左到右 ,依次探测各子

问题 .下面介绍一些探测规则 .

假设已掌握 ( P)的一个可行解 x * ,它的目标函数值为 x
*
0 =

cx* .现在考虑 ( P )的任一子问题 {σ} .设 x j 是{σ}中下标最小的自

由变量 .
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图  3.6

(1 ) 若 cσ0≥ x
*

0 ,则{σ}中没有比 x *更好的可行解 .因此{σ}

已探明 .

(2 ) 若 cσ0 < x
*
0 ,且σ0 是 ( P)的可行解 ,则置 x* =σ0 , x

*
0 =

cσ .{σ}已探明 .

(3 ) 若 cσ0 < x *0 ,σ0 不是 {σ}的可行解 ,但是 cσ0 + cj≥ x *0 ,

则显然{σ}中也没有比 x* 更好的可行解 .{σ}已探明 .

(4 ) 设自由变量为 x j1 , x j2 ,⋯ , x j k ,满足 cσ0 + cj1≤ cσ0 + cj2

≤⋯≤cσ0 + cj r < x
*

0 ≤ cσ0 + cj r + 1≤⋯≤ cσ0 + cj k .记 J = { j1 , j2 ,

⋯ , jr } .称 J为可选集 .

令  si = aiσ0 - bi ( i = 1 , 2 , ⋯ , m ) .若所有的 si≥0 ,则 σ0 为 ( P)

的可行解 .相反

令  hI = { i | si < 0} , h

Ji = { j | j∈ J, ai j > 0} ,  �i∈ I ,

ti = ∑
j∈ J

i

ai j i∈ I ,

容易验证

(1 ) 若有某 i∈ I ,使得 si + t i < 0 ,则 {σ}中无可行解 .

(2 ) 若有某 i∈ I , j∈ J \ Ji ,使得 si + ti + ai j < 0 ,则 {σ}中没

有 x j = 1 的可行解 .因此可从 J中去掉此指标 j ,重新定义各 Ji 和

t i .
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利用上述简单的探测方式 ,下面介绍一个初等方法 .它在计算

过程中只需用加减法 .

计算步骤 :

任选 ( P)的一可行解作为初始的记录解 x * ,置 x *0 = cx * (假

如找不到可行解 ,则置 x * =� , x
*
0 = + ∞ ) ,置 {σ} = {� } ,σ0 =

(0 ,⋯ , 0) .

(1 ) 若 cσ0≥ x
*
0 ,则转 ( 8) .否则计算 si = aiσ0 - bi ( i = 1 ,⋯ ,

m ) ,然后执行 (2 ) .

(2 ) 若 si≥0 ( i = 1 ,⋯ , m) ,即 σ0 是 ( P)的可行解 ,则置 x *

=σ0 , x
*
0 = cσ0 .然后转 ( 8 ) .否则 ,置 I = { i | si < 0 } .设自由变量

为 x j
1
, x j

2
,⋯ , x j

k
 ( j1 < j2 <⋯ < jk ) .此时 ,若 cσ0 + cj

1
≥ x
*
0 ,则

转 (8 ) ;否则执行 (3 ) .

(3 ) 计算 cσ0 + cj
t
, t = 1 , 2 ,⋯ , k .置 J = { jt | cσ0 + cj

t
< x *0 , 1

≤ t≤ k} .

(4 ) .置 Ji = { j | j∈ J , ai j > 0} , �i∈ I ,

t i = ∑
j∈ J

i

ai j ,  i∈ I .

(5 ) 若有某个 i∈ I ,使得 si + t i < 0 ,则转 (8 ) ;否则执行 (6 ) .

(6 ) 考察每一个指标 j∈ J,若存在某个 i∈ I ,使得 j| Ji ,而

si + ti + ai j < 0 ,则 J \ { j}→ J .此时 ,若 J =� ,则转 (8 ) .若 J≠� ,

则转 (4 ) .

(7 ) 选取 q = min{ j | j∈ J} .{σ, + q}→ {σ} ,然后转 ( 1) .

(8 ) 若{σ}中的固定变量都是固定取 0 的变量 ,则步骤终止 ,

已探测完所有的子问题 .此时的 x* ,若不是� , 便是 ( P )的最优

解 ;若是� ,则 ( P)无可行解 .若 {σ}中的固定变量 , 不全是取 0 的

变量 ,设{σ} = {⋯ , + r , - s ,⋯ , - t } ,即设 x r 是{σ}中最后被固

定为 1 的变量 ,则{⋯ , - r}→{σ} .然后转到步骤 (1 ) .

注 : 在 ( 7)中 , q的取法是从“最优性”角度来选择 .也可从“可
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行性”角度来选取 .例如 ,对每一指标 j| σ,令

Di j = min( si + ai j ,0 ) ,

Dj =∑
m

i = 1

D i j .

设 D f = max
j| σ

Dj ,

则可取 q = f .

  例 3.4.2  
min  x0 = x1 + x2 + 4 x3 + 6 x4 + 7 x5 ;

s .t . 3 x1 - 2 x2 +6 x3 +2 x4 +4 x5 ≥ 4 ,

- 5 x1 + x2 + x3 + x4 +6 x5 ≥ 2 ,

   x1 ,⋯ , x5 取 0 或 1 .

  解  用隐数法计算步骤计算 :

因 x= (0 , 0 , 0 , 0 , 1 )是一可行解 ,取 x
*

0 = 7 .置 {σ} = {�} ,σ0

= (0 0 0 0 0 ) .
(1 ) 计算 ( s1 , s2 ) = ( - 4 , - 2) .

(2 ) I = {1 ,2 } .

(3 ) 根据条件 cσ0 + cj < x
*

0 ,得 J = {1 , 2 , 3 , 4} .

(4 ) .J1 = {1 , 3 , 4 } , J2 = {2 ,3 ,4 } , t1 = 3 + 6 + 2 = 11 ,
t2 = 1 + 1 + 1 = 3 .

(5 ) s1 + t1 = 7   s2 + t2 = 1 .
(6 ) s2 + t2 + a21 = 1 - 5 = - 4� J = {2 , 3 , 4} .

(7 ) q = 2 , {σ} = { + 2} .

(1 ) ( s1 , s2 ) = ( - 6 , - 1) ;

(2 ) I = {1 ,2 } .

(3 ) J = {1 , 3} .
(4 ) J1 = {1 , 3 } , J2 = {3 } , t1 = 3 + 6 = 9 , t2 = 1 .

(5 ) s1 + t1 = 3 , s2 + t2 = 0 .

(6 ) s2 + t2 + a21 = - 5� J = {3} .

(7 ) q = 3 , {σ} = { + 2 , + 3} .
(1 ) ( s1 , s2 ) = ( 0 , 0) .
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(2 ) 置 x * = (0 ,1 ,1 ,0 ,0 ) , x
*
0 = 1 + 4 = 5 .

(8 ) 置{σ} = { + 2 , - 3 } .

(1 ) ( s1 , s2 ) = ( - 6 , - 1) .

(2 ) I = {1 ,2 } .

(3 ) J = {1} .

(4 ) J1 = {1 } , J2 = {�} ; t1 = 3 , t2 = 0 .

(5 ) s1 + t1 = - 3 , s2 + t2 = - 1 .

(8 ) {σ} = { - 2 } .

(1 ) ( s1 , s2 ) = ( - 4 , - 2) .

(2 ) I = {1 ,2 } .

(3 ) J = {1 , 3} .

(4 ) J1 = {1 , 3 } , J2 = {3 } , t1 = 9 t2 = 1 .

(5 ) s1 + t1 = 5  s2 + t2 = - 1 .

(8 ) .因{σ}中的固定变量都是零值 ,故步骤终止 ,最优解为

x * = ( 0 , 1 , 1 , 0 , 0) , x
*
0 = 5 .计算过程如图 3 .7 .

图  3.7
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3.5  整数规划的割平面方法

3.5.1  参数表示式

  考虑线性整数规划问题 ( P) :

max  x0 = cx; (3 .12)

s .t .  Ax = b, (3 .13)

x≥ 0, (3 .14)

x为整数向量 . (3 .15)

记线性规划问题 (3.12)— (3.14)为 (珟P ) .对 (珟P )的任意基 B ,记它

的非基变量为 t1 , t2 ,⋯ , td , d = n - m .以 tj 为参数 ,从约束方程

组 (3.13)中解出基变量后 ,可将问题 ( P )写成如下的参数形式 :

max  x0 ;

s .t . x0 = a00 +∑
d

j = 1

a0 j ( - tj ) ,

x1 = a10 +∑
d

j = 1

a1 j ( - tj ) ,

⋯   ⋯   ⋯

xn = an0 +∑
d

j = 1

anj ( - t j ) ,

x i ≥ 0 ,  i = 1 , 2 ,⋯ , n ,

x i 取整数值 ,  i = 0 ,1 ,⋯ , n .

在上述条件中 ,当 x i 是非基变量时 ,对应的参数表示式是恒等式

x i = 0 + ( - 1 ) ( - x i ) .记向量 :

x =

x0

x1

⋯

xn

,  αj =

a0 j

a1 j

⋯

anj

 ( j = 0 ,1 ,⋯ , d ) ,
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x为未知向量 ;αj 为已知向量 .则问题 ( P )可写成如下形式 :

max  x0 ; (3 .16)

s .t .  x = α0 +∑
d

j = 1

αj ( - tj ) , (3 .17)

x i ≥ 0 ,  i = 1 , 2 ,⋯ , n , (3 .18)

x i 取整数值 , i = 0 , 1 ,⋯ , n . (3 .19)

容易证明 :

(1 ) 当 ai0≥0  ( i = 1 , 2 ,⋯ , n )时 ,则 x =α0 是 (珟P )的基本可

行解 .

(2 ) 当 a0 j≥0  ( j = 1 , 2 ,⋯ , d)时 ,则对线性规划问题 (珟P)的

任何可行解 x,都有 x0≤ a00 .即此时的 a00是 (珟P)的目标函数值的

一个上界 .

(3 ) 当 ai0≥0 , a0 j≥0( i = 1 ,⋯ , n , j = 1 ,⋯ , d)时 ,则 x =α0

是 (珟P)的一个基本最优解 .

(4 ) 当 ai0≥0 , a0 j≥0 ,且所有的 ai0都是整数时 ( i = 1 ,⋯ , n ,

j = 1 ,⋯ , d ) ,则 x =α0 是整数规划 ( P)的一个最优解 .

(5 ) 若 (珟P )有可行解而无最优解 ,则 ( P)无最优解 .

在参数表达式 (3.17 )中 ,假如用 x r 去替换 ts ,作为第 s 个参

变量 ,那么 ,只要从 xr 的表达式中解出 ts , 代入其他各式即成 .设

用 x r 替换 ts 后的参数表达式为

max  x0 ;

s .t .  x = 珔a0 +∑
d

j = 1

珔aj ( -珋t j ) ,

x = ( x0 , x1 ,⋯ , xn ) T ;

x i ≥ 0  ( i = 1 ,⋯ , n) ,

x i 取整数 ( i = 0 , 1 ,⋯ , n ) .

其中 x r =珋ts ,珋t j = tj (1≤ j≠ s≤ d ) .则珔ai 与 aj 之间有如下的关系
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式 :

(6 ) .珔as = -
1
ars

as ,珔aj = aj -
ar j

a rs
as

( 0≤ j≠ s≤ n) .

事实上 ,从

xr = ar 0 +∑
j≠ s

arj ( - tj ) + a rs ( - ts )

解得

ts =
a r0

ars
+∑

j≠ s

arj

ars
( - t j ) +

1
a rs

( - xr ) ,

代入 x i 的表达式中 ,可得

x i = ai0 -
ar0

ars
ais +∑

j≠ s

ai j -
arj

ars
ais ( - t j )

+ -
ais

ars
( - xr )

=珔ai0 +∑
j≠ s

珔ai j ( -珋t j ) +珔ais ( - 珋ts )  ( i = 0 ,1 ,⋯ , n ) .

3.5.2  对偶单纯形算法 (dual simplex algorithm)

定义 3.5.1  一个非零向量 a = ( a0 , a1 ,⋯ , an )
T

, 若按分量

的下标顺序 ,第一个不为零的分量是正数 ,则称 a是字典序正 ,记

作 a>
l

0 .若 - a>
l

0,则称 a是字典序负 ,记作 a<
l

0 .若两个向量 a

和 b,存在 a - b >
l

0,则记为 a >
l

b .按照字典序 ,所有 n 维向量成

为一全序集合 .

计算步骤 :

考虑问题 (3 .16)～ (3.18)假设各向量 aj 已满足条件 aj >
l

0( j

= 1 , 2 ,⋯ , d) .(如何获得这样的初始表达式 ,将在本节末叙述 )

(1 ) 计算 ar 0 = min
1≤ i≤ n

ai0 .
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若 ar0≥0 ,则步骤终止 .x = a0 便是 (珟P )的最优解 .

(2 ) 若 ar 0 < 0 ,且所有的 a rj≥0 ( j = 1 ,⋯ , d ) ,则步骤终止 ,

问题无可行解 (因为无非负的 x满足第 r 个方程 ) .

(3 ) 按字典序的大小计算 :

max  
1
a rj

aj | ar j < 0 , 1 ≤ j≤ d

=
1
ars

as .

  (4 ) 用 xr 替换 ts 作为第 s 个参变量 ,得新的表达式

x = 珔a0 +∑
d

j = 1

珔aj ( -珋t j ) ,

其中珔as = -
1
ars

as ,珔aj = aj -
ar j

ars
as  j≠ s,珋t j = tj  ( j≠ s) , 珋ts = x r .

用新的表达式代替原来的表达式 ,转 ( 1) .

在此算法中有重要性质 :

若 aj >
l

0 , j = 1 ,⋯ , d ,则

珔aj >
l

0, j = 1 ,⋯ , d . (3 .20)

a0 >
l

珔a0 . (3 .21)

  由 (3 .20)和 (3.21)可知 ,在计算过程中 ,同样的表达式决不重

复出现 ,故程序必在有限步内终止 .

下面介绍一种求初始字典序正 (即 aj >
l

0)表达式的方法 , 称

作 M-方法 .首先 ,任给一表达式 x = a0 +∑
j

aj ( - tj ) .设按字典

序的大小

as = min{ aj | 1 ≤ j≤ d} .

若 as >
l

0 ,则已获字典序正的表达式 .相反 ,在表达式的最后 ,我们

附加一个参考条件

·812·



xn + 1 = M +∑
j

( - t j )

( M 是足够大的数 ) .然后 ,以 xn + 1替换 ts 得

x = 珔a0 +∑
j

珔aj ( - 珋t j ) ,

其中珔as = - as ,珔aj = aj - as (1≤ j≠ s≤ d ) ,珔a0 = a0 - Mas .显然 ,这

时已有珔aj >
l

0( j = 1 ,⋯ , d) .因此就可接着应用对偶单纯形算法求

线性规划问题 (珟P )的解 .

注意 : 这时 ,珔ai0的形式为 l + M f .在判断珔ai0≥0 时 ,首先应该

看是否满足 f≥0 ,只有当 f = 0 时 ,才看是否满足 l≥0 .

3.5.3  基本割平面

考虑表达式 (3.17)中的第 i 个方程

x i = ai0 +∑
d

j = 1

ai j ( - tj ) , (3 .22)

用任意的 h(≠0)乘 (3.22)的两边得

hx i = hai0 +∑
d

j = 1

hai j ( - tj ) , (3 .23)

则 (3.23)式亦可写为

[ h] x i +∑
d

j = 1

[ hai j ] t j + ( h - [ h] ) x i

+∑
d

j = 1

( hai j - [ hai j ] ) tj = [ hai0 ] + ( hai0 - [ hai0 ] ) .

由于要求 x i≥0 , tj≥0 ,可推得关系

[ h] x i +∑
d

j = 1

[ hai j ] tj ≤ [ hai0 ] + ( hai0 - [ hai0 ] ) . (3 .24)

进一步 ,由于要求 x i 和 t j 是整数 ,因此 ( 3.24 )式的左边必须是整

数 .又由于 0≤ hai0 - [ hai0 ] < 1 ,则可推得关系
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[ h] x i +∑
d

j = 1

[ hai j ] tj ≤ [ hai0 ] . (3 .25)

另一方面 ,若用[ h]乘 (3.22)的两边 ,又可得

[ h] x i +∑
d

j = 1

[ h] ai j t j = [ h] ai0 . (3.26)

最后 ,由 ( 3.25 )— ( 3.26 )可导得关系式

∑
d

j = 1

( [ h] ai j - [ hai j ] ) tj ≥ [ h ] ai0 - [ hai0 ] . (3.27)

称条件 (3.27)为基本割平面 .方程 ( 3.22 )为导出此割平面的诱导

方程 .它所对应的行 i称为诱导行 .

对非负整数解来说 ,割平面条件 ( 3.27 )是条件 ( 3.22 )的推论 .

即凡是满足 ( 3.22 )的非负整数解自然也满足 ( 3.27 ) .然而满足

(3.22)的非负解就不一定能满足 (3.27 ) .例如 ,当 ai0 > 0 ,但不是

整数时 (3.27)的右边 ,一般都为正数 .则满足 ( 3.22 )的非负解 x i

= ai0 , tj = 0 ( j = 1 ,⋯ , d )就不满足 (3.27) .割平面的作用 ,就是能

从定义域 (3.17)～ ( 3.18 )中割去一部分非负解 ,但不割去非负整

数解 .根据 h 的不同取值 ,下面将导出各种形式的割平面 .

3.5.4  分数割平面算法 ( fractional cutting plane algorithm)

在基本割平面 (3.27)中 ,让 h = 1 ,则可得

∑
d

j = 1

( ai j - [ ai j ] ) tj ≥ ai0 - [ ai0 ] .

记 ri j = ai j - [ ai j ] ( j = 0 , 1 ,⋯ , d ) ,则上式可写为

∑
d

j = 1

ri j t j ≥ ri0 .

引进非负的松弛变量 si ,得条件

si = - ri0 +∑
d

j = 1

r i j tj , (3 .28)

称 (3.28)为分数割平面 .方程 ( 3.28)中的各个系数正好是 ( 3.22)
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中各个系数的分数部分 .因为

x i = [ ai0 ] -∑
d

j = 1

[ ai j ] tj - - ri0 +∑
d

j = 1

ri j tj

= [ ai0 ] -∑
d

j = 1

[ ai j ] tj - si .

所以当 x i , t j 都取非负整数值时 , si 自然也取非负整数值 .

求解整数规划 ( P)的计算步骤 :

(1 ) 利用对偶单纯形方法 ,求松弛问题 (珟P )的最优解 .若 (珟P)

没有最优解 ,则步骤终止 , ( P)也没有最优解 .若 (珟P )有最优解 ,设

所求得的达到最优时的表达式为

x = a0 +∑
d

j = 1

aj ( - t j )

(即此时有 ai0≥0 , a0 j≥0 , i = 1 ,⋯ , n , j = 1 ,⋯ , d) .

( 2) 若所有的 ai0都是整数 ,则步骤终止 , x = a0 便是 ( P)的最

优解 .相反 ,设 al0是最头上的非整数 ,即

l = min { i | ai0 不是整数 , i = 0 , 1 ,⋯ , n } .

取诱导方程为

x l = al0 +∑
d

j = 1

al j ( - tj )  (即取诱导行为 l ) .

  (3 ) 从诱导方程导出分数割平面

sl = - rl0 - ∑
d

j = 1

rl j ( - tj ) ,

其中   r l j = al j - [ al j ] .

(4 ) 按字典序的大小计算

max  
1

- rl j
aj | rl j > 0 , 1 ≤ j ≤ d =

1
- rls

as

  (5 ) 用 st 替换 ts ,得新的表达式

x = 珔a0 +∑
d

j = 1

珔aj ( -珋t j ) ,
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其中  珋t j = tj ,当 j≠ s时 ,而珋ts = sl ,

珔as =
1
rls

as , 珔aj = aj -
rl j

rls
as  ( j ≠ s) .

  (6 ) 若珔ai0≥0 ( i = 1 ,⋯ , n ) ,则转 ( 2 ) .相反 ,转 (1 ) ,求改进后

的 (即加上割平面条件后的 )松弛问题的最优解 .

注意 ,引进割平面条件 ,只是为了作一次参数变换 ,实际上并

不需要把它加到约束方程组 (3.17 )中 ,因为我们已经知道它是诱

导方程的推论 .

例 3.5.2  求解

min  4 x + 5 y;

s .t .  3 x + 2 y ≥ 7 ,

   x + 4 y≥ 5 ,

   3 x + y≥ 2 ,

   x , y 为非负整数 .

  解  写成参数形式为 :

max  x0 ;

s .t . x0 = - 4 x4 - 5 x5 ,

x1 = - 7 + 3 x4 + 2 x5 ,

x2 = - 5 + x4 + 4 x5 ,

x3 = - 2 + 3 x4 + x5 ,

x1 , x2 ,⋯ , x5 为非负整数 , x0 为整数 .

  列成如下单纯形表 :

  1 - x4 - x5
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x0

x1

x2

x3

x4

x5

0 4 5

- 7 - 3 - 2

- 5 - 1 - 4

- 2 - 3 - 1

- 1

- 1

,  

  a0   a1   a2

现在已满足 aj >
l

0( j≥1)的要求 .

(1 ) 用对偶单纯形方法求线性规划最优解 .

↓ ↓

→

1 �- x4 �- x5 �1 c- x1 �- x5 �1 �- x1 �- x2 �

x0 �0 �4 d5 5-
28 �
3

4 K
3

7 J
3

-
112 �
10

11 �
10

7 �
10

x1 �- 7 �- 3 q* - 2 c0 c- 1 y0 J0 �- 1 �0 �

x2 �- 5 �- 1 �- 4 c→ -
8 �
3

-
1 y
3 -

10 o
*

3
0 �0 �- 1 �

x3 �- 2 �- 3 �- 1 c5 c- 1 y1 J
42 �
10

-
11 �
10

3 �
10

x4 �0 �- 1 �0 5
7 c
3

-
1 y
3

2 J
3

18 �
10

-
4 �

10
2 �
10

x5 �0 �0 d- 1 c0 c0 K- 1 y
8 �

10
1 �
10

-
3 �
10

(Ⅰ) (Ⅱ ) (Ⅲ)

  (2 ) 因 a00不是整数 ,选诱导方程为

x0 = -
112
10

-
11
10

x1 -
7

10
x2 .
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  (3 ) 导出割平面 s0 = -
8

10
-

1
10

( - x1 ) -
7

10
( - x4 ) .

(4 ) 求 max
1

-
1

10

a1 ,
1

-
7

10

a2
= -

10
7

a2 .

(5 ) 以 s0 替换 x2 得表 (Ⅳ ) .重复步骤 ( 2 )到步骤 ( 5 ) , 得表

(Ⅴ )和表 (Ⅵ ) .(表中附“ # ”的是诱导行 ,附“↓”是被替换的参变

量 ) .
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 ↓ ↓

1 �- x1 �- s0 �1 �- x1 k- s2 a1 5- s′0 �- s2 w

x0 �- 12 �1 �1 �# - 12 �
1
4

3 �
4

7 �
4

- 13 {1 =1 5

x1 �- 1 �- 1 M1 5-
4 k
3

1 5

x2 �
8 �
7

1 �
7

-
10 �
7

6 �
4

2 �
4

-
10 d
4

1 5
2 =
3

- 3 c

x3 �
27 �
7

-
8 �
7

3 �
7

15 �
4

-
5 M
4

3 �
4

5 5-
5 k
3

2 5

x4 �
11 �
7

-
3 �
7

2 �
7

6 �
4

-
2 M
4

2 �
4

2 5-
2 k
3

1 5

x5 �
8 �
7

1 �
7

-
3 �
7

5 �
4

1 �
4

-
3 M
4

1 5
1 =
3

- 1 c

(Ⅳ) (Ⅴ ) (Ⅵ)

最终求得问题的最优解为 x = x4 = 2 , y = x5 = 1 ,最优目标函数的

值为 13 ,表 (Ⅰ )至 (Ⅵ )的变换过程如图 3.8 中点①至点⑥ .

第一个割平面为

 s0 = -
8
10

+
1
10

x1 +
7

10
x2 = - 5 + x4 + 3 x5≥0 ,

加上它后 ,使点③→点④ .

第二个割平面为

 s2 = -
1
7

+
1
7

x1 +
4
7

s0 = - 4 + x4 + 2 x5≥0 ,

加上它后 ,使点④→点⑤ .

第三个割平面为

 s′0 = -
3
4

+
3
4

x1 +
3
4

s2 = - 9 + 3 x4 + 3 x5≥0 ,

加上它后 ,使点⑤→点⑥ .
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图  3.8

3.6  分解算法 (decomposition algorithm)

设线性混合整数规划问题 ( P) :

max  x0 = cT x + dT y; (3 .29)

s .t . Ax + By = b , (3 .30)

x≥ 0,  k≥ y≥ 0, (3 .31)

y是整数向量 . (3.32)

其中 x0 是变量 , cT
= ( c1 , c2 , ⋯ , cp ) , dT

= ( d1 , d2 , ⋯ , dq ) , x =

( x1 , x2 ,⋯ , xp )
T

, y = ( y1 , y2 ,⋯ , yq )
T

, A = ( ai j )是 m× p 矩阵 ,

B= ( bi j )是 m× q 矩阵 , b = ( b1 , b2 ,⋯ , bm ) T , k = ( k1 , k2 , ⋯ ,

kq )
T

.令

S = { y | k≥ y≥ 0, y是整数向量 } ,

F = { y | y∈ S ,且使 : Ax = b - By, x≥ 0有解} .
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  对 y∈ F,定义线性规划问题 P( y)如下 :

求 x0 ( y) = ~max x0 ; (3 .33)

s .t .  x0 = cT x + dTy,

   Ax = b - By,

   x≥0 .

(3 .34)

  则问题 ( P)可写为 :

max  x0 ( y) ;

s .t .  y∈ F ,

根据线性规划对偶理论 , P( y)的对偶规划为 D( y) :

min  dT y - uT By + uT b; (3 .35)

s .t .  uT A≥ cT , (3 .36)

其中 uT
= ( u1 , u2 ,⋯ , um ) .令

U = { u | uT A≥ cT } .

若 U =� ,则对任何的 y∈ F ,必有 x0 ( y) = + ∞ .因此 ,或者 F =

� ,或者 ( P)无最优解 ;若 U≠� , 这时 , 若 P ( y )又有可行解 , 则

P( y)和 D( y)都有最优解 ,且有 :

x0 ( y) = min dT y - uT By + uT b;

s .t . u∈ U .

若 P( y)无可行解 ,则 D( y)无最优解 .

根据多面集表示定理 2.1.13 ,对任意的 u∈ U ,可写为 :

u = ∑
i

λiui +∑
j

μjvj ,  λi ≥ 0 ,μj ≥ 0 ,∑
i

λi = 1 .

其中 ui
为 U 的极点 (基本可行解 ) , vj

为 U 的极方向 .

根据对偶理论 ,若 U≠� ,则 y∈ F 的充要条件是 D( y)有最

优解 .而 D( y)有最优解的充要条件是 : 对所有的 vj
,满足

- ( vj
)

T By + ( vj
)

T b≥ 0 ,   ( y∈ S )

x0 ( y) = min
j

dT y - ( uj
)

T By + ( uj
)

T b .

  因此 ,问题 ( P)可归结为如下问题 ( I .P .) :
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max  x0 ; (3 .37)

s .t . - ( vj
)

T By + ( vj
)

T b≥ 0 ,对所有的 vj
,

   dT y - ( uj
)

T By + ( uj
)

T b≥ x0 ,对所有的 uj
,

   0 ≤ y≤ k,  (即 y∈ S ) .

  

(3 .38)

  若问题 ( I .P .)无可行解 ,则对任何的 y∈ S , D( y)无最优解 ,

因此 , P( y)无可行解 ,即 ( P )无可行解 ;若 ( I . P .)有可行解 ,则必

有最优解 ,记它的最大值为 x0 ( I . P .) , 设求得的最优解为 y0
∈

F .则只要再解一次如下的线性规划问题 :

max  cT x;

s .t .  Ax = b - By0
, x≥ 0 .

便可求得混合整数规划 ( P)的最优解 .

以上说明了分解算法的原理 ,但是 ,问题 ( I . P .)实际上是不

知道的 .下面介绍的是应用松弛技术的计算过程 .

设 Q 为极点 uj 的任意一个子集 , R 为极方向 vj 的任意一个

子集 ,定义松弛问题 P( Q , R )如下 :

max  x0 ; (3 .39)

s .t .  - ( vj
)

T By + ( vj
)

T b≥ 0 , 对所有的 vj
∈ R ,

   ( d)
T y - ( uj

)
T By + ( uj

)
T b≥ x0 ,对所有的 uj

∈ Q ,

   0 ≤ y≤ k .

(3 .40)

  若问题 P( Q , R )无可行解 ,则 ( P)也无可行解 ;若 P( Q , R)

有可行解 ,则必有最优解 ,记其最大值为 x0 ( Q, R ) .显然有 : x0

( Q , R )≥ x0 ( I , P) .对任一 y∈ S ,若 U≠� ,则或者 P( y)无可行

解 ,或者 P( y)有最优解 ,最大值为 x0 ( y) .且对任意的 Q 和 R 满

足关系 :

x0 ( y) ≤ x0 ( I , P) ≤ x0 ( Q , R ) .
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  因此 ,若有某一个 y0
∈ S , 且有某子集 Q , R .使得 x0 ( y0

) =

x0 ( Q , R) ,则 y0 便是问题 ( I . P .)的最优解 .这就是下述算法的

主要依据 .

计算步骤 :

(1 ) 任取一 y∈ S ,用对偶单纯形法 ,求解互为对偶的线性规

划问题 P( y)和 D( y) .

( i) 若 D( y)无可行解 ,则步骤终止 ,问题 ( P)无最优解 .

( ii) 若 D( y)有可行解 ,但无最优解 ,则必可找到 U 的一个极

点 ui
,及一个极方向 vj

,使得 : - ( vj
)

T By+ ( vi
)

T b< 0 .以此 ui
和

vj
构成初始的子集 Q 和 R .

( iii) 若 D( y)有最优解 ,设求得 D( y)的一个基本最优解 (极

点 )为 ui
,求得 P( y)的基本最优解为 x* .则以此 ui

构成初始的

子集 Q , R∶=� .

(2 ) 解整数规划 P( Q , R ) .

( i) 若 P( Q, R)无可行解 ,则步骤终止 , ( P)无可行解 .

( ii) 若 P( Q, R)有最优解 ,设为 y* ,最大值为 x0 ( Q , R ) .

(3 ) 解线性规划 D( y* )和 P( y* ) .

( i) 若 D( y * )无最优解 (即 P ( y * )无可行解 ) , 则可找到 U

的一个极点 ui
,及一个极方向 vj

,使 - ( vj
)

T By* + ( vj
)

T b < 0 .将

vj
加进子集 R .若 dT y* - ( ui

)
T By* + ( ui

)
T b < x0 ( Q , R ) ,则也

将 ui
加进子集 Q .然后转 ( 1) .

( ii) 若 D( y* )有最优解 ,设为 ui
.设 P( y * )的最优解为 x * .

设 P( y* )的最大值为 x0 ( y* ) .这时 ,若 x0 ( y* ) = x0 ( Q , R) ,则

步骤终止 , ( x0 ( y* ) , x * , y* )便是 ( P)的最优解 ;若 x0 ( y* ) < x0

( Q , R ) ,则将此 ui
加进子集 Q ,然后转 (2 ) .

每执行一次 (3 ) ,子集 Q或 R 中 ,将增加一个元素 ui
或 vj

,它

们满足条件 :
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dT y* - ( ui
)

T By* + ( ui
)

T b < x0 ( Q , R ) .

或

( - vj
)

T By* + ( vi
)

T b < 0 .

由此可推知 : 每次增加的 ui
或 vj

,都不是原来的 Q 或 R 中的极

点或极方向 .因此 ,过程必在有限步内终止 .

3.7  集合覆盖和分解问题的解法

三个最基本的 0—1 规划问题是 :

覆盖问题 (covering problem)

min  cx; (3 .41)

s .t .  Ax≥ 1,

   x为 0—1 向量 .
(3 .42)

  分解问题 ( partition problem)

min  cx; (3 .43)

s .t .  Ax = 1,

   x为 0—1 向量 .
(3 .44)

  无关子族问题 ( packing problem )

max  cx; (3 .45)

s .t .  Ax≤ 1,

   x为 0—1 向量 .
(3 .46)

其中 A为 0—1 矩阵 , c是分量都为正的行向量 .1 表示分量都为

1的向量 .图论和网络理论中的很多极值问题 , 都可归结成上述

0—1 规划问题 .求解这些问题的难易程度和矩阵 A 的结构形式

有关 .根据特殊的结构形式 ,建立特殊的有效算法 ,就是组合最优

化所研究的主要内容 .它把组合论、图论、线性规划密切地联系在

一起 .这里 ,只介绍覆盖问题的一般解法 .首先说明 ,分解问题可以

化成如下的覆盖问题 :
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min  ∑
n

j = 1

( cj + Ltj ) x ; (3 .47)

s .t . ∑
n

j = 1

ai j x j ≥ 1  ( i = 1 ,⋯ , m) ,

   x j 取 0 或 1 .
(3 .48)

其中      tj = ∑
m

i = 1

ai j , L =∑
n

j = 1

cj + 1 .

事实上 ,设 x *是分解问题的任意可行解 , x̂是覆盖问题而不

是分解问题的可行解 ,即 Ax* = 1 , Ax̂≥1 ,且

Î = i |∑
n

j = 1

ai j  x̂ j > 1 ≠ � .

则 ∑
n

j = 1

( cj + Lt j ) x
*
j = ∑

n

j = 1

cj x
*
j + L m < L ( m + 1) .

但是

∑
n

j = 1

( cj + Lt j ) x̂ j ≥∑
n

j = 1

cj x̂ j + L ( m + | Î | ) ≥ L ( m + 1) .

因此 ,只要分解问题有可行解 ,上述覆盖问题的最优解必在分解问

题的可行解中达到 .

覆盖问题的化简规则  对覆盖问题 ,常常可根据以下的规则 ,

预先确定某些 x j 的值 ,或者去掉某些多余的约束条件 .这些规则

称为化简规则 .

规则 1  若 A的某一行 ai 是一个单位向量 ,即 aik = 1 , ai j =

0 ,对所有的 j≠ k .则 x k 必须取 1 .由于 x k = 1 ,则在 A 的第 k 列

中 ,凡是元素为 1 的行 ,条件都已得到满足 .因此 ,可将这些行和第

k列去掉 .

规则 2  若 A中的行 at 和 ap ,使得 at≥ ap ,则第 t个条件可

以去掉 .因为它是第 p个条件的自然结果 .

规则 3  若有 A 的某些列指标集 S ,以及某一列指标 k| S
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使得 :

∑
j∈ S

ai j ≥ ai k  ( i = 1 ,⋯ , m) ,

∑
j∈ S

cj ≤ ck ,

则显然第 k 列可以去掉 ,即 xk 可取为 0 .

例 3.7.1  设覆盖问题如下 :

c=

A =

行
cj  10 �5 �8 M6 �9 �13 �11 L4 �6 �

a1 �1 �1 �1 M0 �1 �0 {1 51 �0 �

a2 �0 �1 �1 M0 �0 �0 {0 51 �0 �

a3 �0 �1 �0 M0 �1 �1 {0 51 �1 �

a4 �0 �0 �0 M1 �0 �0 {0 50 �0 �

a5 �1 �0 �1 M0 �1 �1 {0 50 �1 �

a6 �0 �1 �1 M0 �0 �0 {1 50 �1 �

a7 �1 �0 �0 M1 �1 �0 {0 51 �1 �

列 1 �2 �3 M4 �5 �6 {7 58 �9 �

由规则 2 ,因 a7≥a4 ,可去掉第 7 行 .

由规则 1 ,因 a4 是单位向量 ,可取 x4 = 1 ,并去掉第 4 行和第

4 列 .

由规则 2 ,因 a1≥a2 可去掉 a1 .

由规则 3 ,因 ai2≥ ai7 ( i≠1 , 4 , 7 ) , 且 c2 < c7 ,故可去掉第 7

列 .

由规则 3 ,因 ai3≥ ai1 ( i≠1 , 4 , 7 ) , 且 c3 < c1 ,故可去掉第 1

列 .

由规则 3 ,因 ai5≥ ai6 ( i≠1 , 4 , 7 ) , 且 c5 < c6 ,故可去掉第 6

列 .
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由规则 3 ,因 ai9≥ ai5 ( i≠1 , 4 , 7 ) , 且 c9 < c5 ,故可去掉第 5

列 .

由规则 2 , 由于已去掉 1 , 4 , 5 , 6 , 7 列 ,这时 a6≥ a5 , 可去掉

a6 .

由规则 3 ,因 ai8≥ ai2 ( i≠1 ,4 ,6 ,7 ) ,且 c8 < c2 ,故可去掉第 2

列 .

最后 ,化简到如下覆盖问题 :

c= 8 �4 �6 �

A =

a2 �1 �1 �0 �

a3 �0 �1 �1 �

a5 �1 �0 �1 �

3 �8 �9 �

  此问题的最优解为 x4 = x8 = x9 = 1 ,目标函数值为 6 + 4 + 6

= 16 .

定义 3.7.2  基本覆盖

对 x 的分量的指标任一子集合 J,定义向量 x( J)如下 :

x( J ) = ( x1 ,⋯ , xn )
T

,

x j =
1 ,  j∈ J ,

0 ,  j | J .

若 x( J )是覆盖问题的一个可行解 ,则称 J 为一个覆盖 ,假如在覆

盖 J中 ,有一个指标 j
*

,使得 J - { j
*

}仍是一个覆盖 ,即满足 :

∑
j∈ J

ai j - ai j
* ≥ 1 , ( i = 1 ,⋯ , m) ,

则称 j
*
是过剩指标 .一个不含过剩指标的覆盖 ,称为基本覆盖 ;否

则称为过剩覆盖 .覆盖 J中的一个指标 j′,它不是过剩的充要条件

为 :
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I( j′) = i |∑
j∈ J

ai j - ai j′ = 0 ≠ � .

  因为 c > 0 ,故覆盖问题的最优解必对应于一个基本覆盖 .

记覆盖问题为 ( P) ,它的松弛问题为 (珟P) :

min  cx; (3 .49)

s .t .  Ax≥ 1,

x≥ 0 .
(3 .50)

对 (珟P)的任一可行解珘x,定义向量珔x,它的分量是 :

珔x j = min{1 ,珘x j }  ( j = 1 ,⋯ , n) .

由于 A是一个 0—1 矩阵 ,珔x也是 (珟P)的可行解 .设珘x * 是 (珟P)的一

个基本最优解 .则因为 c > 0 ,故必有 :

0 ≤珘x
*
j ≤ 1  ( j = 1 ,⋯ , n) .

定义向量珔x * 的分量如下 :

珔x
*
j = [珘x

*
j ]  ( j = 1 ,⋯ , n ) ,

其中[珘x
*
j ]表示不小于珘x

*
j 的最小整数 ,显然 ,珔x * 是覆盖问题 ( P)

的一个可行解 .记珋J
*

= { j |珔x
*
j = 1 } ,则珋J

*
是一个覆盖 ,但不一定

是基本覆盖 .从珋J
*
中 ,逐个地减去过剩指标后 ,必可得到一个基本

覆盖 J * .当然 ,用不同方式减过剩指标 ,可能获得不同的基本覆

盖 .

性质 1  若 J是一个基本覆盖 ,则 x( J )是 (珟P)的一个基本可

行解 .

我们进一步讨论对应于基本可行解 x( J )的基矩阵形式 ,因为

J是一个基本覆盖 ,则经过行和列的适当排列后 ,矩阵 A和向量 c

必可表成如下的形式 :

  J中的列 J以外的列
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A =

1

� A12  

1

A21 A22  

,

c = (   cJ     cN   ) .

线性规划 (珟P)化成标准形式为 :

min  cx;

s .t . Ax - Iy = 1,

   x≥ 0,

   y≥ 0 .

因此 ,对应于 x( J)的基矩阵可取成如下的下三角形式 :
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  J中的列      - I 中的列

B( J ) =

1  
  1
          O

�
1

        - 1     
          - 1

A21

            �
             - 1

  性质 2  上述形式的基矩阵 B( J) ,满足 B( J ) - 1 = B( J) .

根据单纯形法 ,若基矩阵 B( J)满足条件 :

cBB - 1
 A≤珋c,

其中  cB = ( cJ , 0) , B - 1
= B ( J )

- 1
= B ( J ) ,  A = ( A, - I ) ,珋c =

( cJ , cN ,0) .则 x( J)便是 (珟P)的基本最优解 ,因此 , 也是覆盖问题

( P)的一个最优解 .用 N 表示子矩阵 A12所取的列指标集合 ,用 Pj

( j∈ N )表示 A12中的列向量 ,则上述有关最优性的充分条件可写

为 :

cJ Pj - cj≤0 ,对所有的 j∈ N .

若设 x( J )不是 (珟P )的最优解 , 记 Q = { j | cJ Pj - cj > 0 , j∈

N} .这时 ,若有另一个基本覆盖 J
*

,使得

cx( J
*

) < cx( J) ,则 x( J
*

) = ( x
*

1 ,⋯ , x
*
n )

T

必须满足 :

∑
j∈ Q

x
*
j ≥ 1 .

称条件 :∑
j∈ Q

x j ≥ 1 .为关于基本覆盖 J的一个割平面 .

覆盖问题割平面算法步骤 .

据前所述 ,对覆盖问题 ( P) :

min{ x0 | x0 = cx, Ax≥1 , x是 0—1 向量} .
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有如下的步骤 :

(1 ) 若 A中有一行全为 0 ,则步骤终止 ,问题无可行解 .否则 ,

任给一覆盖 ,作为初始的记录 J ,置 x
*

0 = cx( J) .

(2) 利用覆盖问题的化简规则 1 , 2 , 3 , 化简问题 ( P )和矩阵

A .假如经过化简后 ,已完全确定问题 ( P)的最优解 ,则步骤终止 .

否则 ,进行 ( 3) .

(3 ) 求松弛 (线性规划 )问题 (珟P )的基本最优解珘x* , 并通过

珘x * ,求得一个基本覆盖 J
*

(见 ( 3.49 )与 ( 3.50 ) ) .然后 ,进行 (4 ) .

(4 ) 若 cx( J
*

) < x
*
0 ,则改进记录解 , 置 J

*
→ J, cx( J

*
)→

x
*
0 ,然后 ,进行 ( 5) ;若 cx( J

*
)≥ x

*
0 ,则进行 (5 ) .

(5 ) 将矩阵 A和向量 c排列成如下形式 :

A =
I1 A12

A21 A22

,

c = cJ
* , cN

* .

同时 ,取基阵为

B( J
*

) =
I  O

A21 - I2
.

然后 ,进行 ( 6) .

(6 ) 若对所有的 j∈ N
*

,满足 cJ
* Pj - cj≤0 .(其中 Pj 为 A12

中的列向量 ) ,则步骤终止 , 当前的记录解 x( J ) ,便是 ( P )的最优

解 .否则 ,置

Q = { j | cJ
* Pj - cj > 0 , j∈ N * } .

然后 ,进行 ( 7) .

(7 ) 增加割平面 :

∑
j∈ Q

x j ≥ 1 .

用覆盖问题 :
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min { cx | Ax≥ 1,∑
j∈ Q

x j ≥ 1 , x 为 0—1 向量 } .

代替原来的问题 ( P) ,转到 ( 2) .

例 3.7.3  求解 p

min  x0 = 7 x1 + 3 x2 + 7 x3 + 12 x4 + 6 x5 ,

s .t . x1 + x3 + x4 ≥ 1 , ��

x2 + x4 ≥ 1 ,

x1 + x5 ≥ 1 ,

x3 + x5 ≥ 1 ,

   x1 ,⋯ , x5 取 0 或 1 .

(1 ) 任取基本覆盖{1 , 2 , 3 }作为初始的记录 J,置 x
*
0 = 7 + 3

+ 7 = 17 .

(5 ) 排列矩阵 A和向量 c成如下形式 :

x1 x2 x3 x4 x5

c = (7  3  7  12  6)

A =

1 0 0 0 1

0 1 0 1 0

0 0 1 0 1

1 0 1 1 0

—(原第 3 行)

—(原第 2 行)

—(原第 4 行)

—(原第 1 行)

取基矩阵 B( J )为

  

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

1 0 1 - 1

,

A12 = ( P4 , P5 ) =

0 1

1 0

0 1

,

cB = ( 7 , 3 , 7 , 0) = ( cJ , 0 ) .
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  (6 ) .cJ P4 - c4 = 3 - 12 = - 9 < 0 ,

cJ P5 - c5 = 14 - 6 = 8 > 0 .

置 Q = {5} .

(7 ) 增加条件 x5≥1 后 A成为

x1 x2 x3 x4 x5

1 0 0 0 1

0 1 0 1 0

0 0 1 0 1

1 0 1 1 0

0 0 0 0 1

.

  (2 ) 化简 A:

由规则 1 ,可取 x5 = 1 ,划去第 5 列和第 1 , 3 , 5 行后得

x1 x2 x3 x4

A =
0 1 0 1

1 0 1 1
,

c = ( 7 , 3 , 7 , 12 ) .

  (3 ) 松弛 (线性规划 )问题的最优解为 :

x1 = 1 , x2 = 1 , x3 = 0 , x4 = 0 , x5 = 1 .

因此 ,它也是覆盖问题的最优解 .步骤终止 .

3.8  目标函数为分式时的整数规划

考虑问题 ( P) :

max  λ =
cx + d
ex + f

, (3 .51)

s .t . Ax = b, x的分量取非负整数 (3 .52)

其中 , e为分量取非负的行向量 ( f > 0 ) .

假如上述规划问题是某一生产计划问题的数学模型 ,那么 ,目
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标函数的分母可表示生产成本 , 分子可表示总产值 , 而λ可表示

资金的增长率 .

若上述问题的最优解为 x * , 目标函数最大值为 λ
*

,则对问

题的任何可行解 x,有关系 :

cx + d
ex + f
≤λ* ,

即

( cx + d) - λ
*

( ex + f ) ≤ 0 .

因此 ,线性整数规划问题 P(λ* ) :

max  x0 (λ
*

) = ( cx + d) - λ
*

( ex + f ) , (3 .53)

s .t . Ax = b; x的分量取非负整数 . (3 .54)

的最大值为零 .

假如 ,考虑问题 P(λ) :

max  x0 (λ) = ( cx + d) - λ( ex + f ) , (3 .55)

s .t .  Ax = b, x的分量取非负整数 . (3 .56)

则显然 ,当λ<λ
*
时 , max x0 (λ) > 0 ;当λ>λ

*
时 , max x0 (λ) <

0 .

分式整数规划问题 ( P)的迭代算法步骤 .

它是利用线性整数规划的解来逼近分式整数规划的解 .

假设已知问题 ( P)的一个可行解 x1
,

λ
1

=
cx1 + d
ex1

+ f
 .

  方法 :

  (0 ) 置 i = 1 .

(1 ) 求解线性整数规划问题 P(λi ) :

max  x0 (λ
i
) = ( cx + d) - λ

i
( ex + f ) ,

s .t . Ax = b; x的分量取非负整数 .

  (2 ) 若 max x0 (λ
i
) = 0 则步骤终止 .xi

便是最优解 .相反 ,设
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求得 P(λ
i
)的最优解为 xi + 1

.

(3 ) 计算

λ
i + 1

=
cxi + 1

+ d
exi + 1

+ f
 .

显然 ,λ
i + 1

>λ
i

.

(4 ) 置 i + 1→ i ,然后 ,转到 ( 1) .

因为λ
1

<λ
2

<⋯⋯ <λ
*

,故在迭代过程中 ,所有的 xi
各不相

同 .因此 ,只要问题的可行解集合有界 ,算法必在有限步内终止 .

3.9  割平面法的新进展

3.9.1  常用符号和基本概念

R
n

= { x | x = ( x1 ,⋯ , x n )
T

, " x j ∈ Q} .

R
n
+ = { x | x∈ R

n
, x≥ 0} .

Z
n

= { x | x∈ R
n

, " x j ∈ Z} .

Z
n
+ = { x | x∈ Z

n
, x≥ 0} .

A = ( A1 ,⋯ , An ) , Aj ∈ Z
m

, ( j = 1 ,⋯ , n) .

b = ( b1 ,⋯ , bm )
T

, b∈ Z
m

.

c = ( c1 ,⋯ , cn )
T

, c∈ Z
n

.

S = { x | x∈ Zn
+ , Ax≤ b} .

为简明起见 ,在本节中 ,把整数线性规划问题 :

max  cT x (3 .57)

s .t . x∈ S (3 .58)

简记如下 :

max{ cT x | x∈ S} . (3 .59)

整数规划中的一个最基本的概念是“ S-凸包”( S-convex hull) :
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conv( S) = x = ∑
t

i = 1

λix
i

|∑
t

i = 1

λi = 1 , " λi ≥ 0 , " xi
∈ S ,

t为任意正整数 . (3 .60)

即使 S 是无限点集 , conv( S )仍然是一凸多面体 ,即存在有限个向

量 :

(π
i
,π

i
0 )

T
∈ R

n + 1
 ( i = 1 ,⋯ , s)

使得 :

conv( S ) = { x∈ R
n
+ | π

ix≤ πi
0 , i = 1 ,⋯ , s}

所有的子集 :

{ x | πi x = πi
0 , x∈ conv( S) }  ( i = 1 ,⋯ , S)

构成了凸多面体 conv( S )的所有边界面 ( facet ) .假如能写出 conv

( S )的不等式条件 ,那么 ,只要求得线性规划问题 :

max{ cT x | π
ix≤πi

0 , i = 1 ,⋯ , s , x≥ 0} .

的基本最优解 ,便可得到整数线性规划问题的最优解 .割平面方法

的核心问题是研究如何从定义 S 的条件导出 conv( S )的边界面 .

下面 ,简单介绍一些本节将要用到的图论基本概念 .

一个图 ( graph) G通常用二元组 ( V , E )来表示 ,其中 V 表示

点的集合 , E 表示以一些点对为元素所构成的集合 ,称为边的集

合 .对任一边 e = [ vi , v j ]∈ E ,称 e关联于点 vi 和 v j ;也称点 v i 和

v j 相邻 .若两条不同的边关联于同一个点 ,则称这两条边相邻 . V

的一个子集 K ,若其中的点都两两相邻 ,则称 K 为图 G的一个团

(clique) ;设 K 是图 G 的一个团 ,若 G中不存在包含 K 的更大的

团 ,则称 K 是 G的一个极大团 ( maximal clique) . V (或 E)的一个

子集 S ,若其中的元素两两互不相邻 ,则称 S 为图的一点 (或边 )

无关集 .设 V = { v1 ,⋯ , vn } , E = { e1 ,⋯ , em } ,对 V (或 E )的任一

子集 S ,定义 0—1 向量 x = ( x1 , ⋯ , xn ) T (或 ( x1 ,⋯ , x m ) T ) , 使

得 :
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x j =
1 ,  当 vj ∈ S(或 ej ∈ S ) 时 ,

0 ,  当 vj | S(或 ej | S ) 时 ,

则称 x是点集 S (或边集 S)的关联向量 ( incidence vector) .一个 n

× m 的 0—1 矩阵 A = ( ai j ) ,若使 :

ai j =
1 ,  当 v i 关联于边 ej 时 ,

0 ,  相反 ,

则称 A是图 G的点-边关联矩阵 ( incidence mat rix of a graph) .一

个点的序列 : P = { vi
1
, v i

2
,⋯ , v i

k
} ,若使 : ( v i

1
, v i

2
) , ( v i

2
, v i

3
) ,⋯ ,

( vi
k - 1

, v i
k
)都是图的边 ,则称 P 是图中的一条连结 v i

1
和 vi

k
的链

(chain) .凡序列中的点不重复出现的链 , 称为简单链 ( simple

chain) .若图 G中任何两点间都有链相连结 ,则称 G是一个连通

图 (connected graph) .一条链 P = { v i
1
, v i

2
,⋯ , v i

k
} ,若使 v i

1
= v i

k
,

则称 P是图中的一个圈 (circuit ) ;若同时又使 { vi
1
, ⋯ , v i

k - 1
}成为

一条简单链 ,则称 P是一个简单圈 ( simple circuit ) .包含图中所有

点的简单圈 ,称为哈密尔顿圈 ( Hamilton circuit ) .一个网络 N 通常

用三元组 ( V , E , w )来表示 ,其中 ( V , E)确定了一个图 , w 是定

义在 E 上的一个非负函数 .对任意的 e∈ E ,称函数值 w ( e)为边

e的容量 (capacity) .对任一点的真子集 S ,令珔S = V \ S .定义 :

δ( S) = { ( vi , v j ) | ( v i , v j ) ∈ E , v i ∈ S , v j ∈珔S } .(3 .61)

w (δ( S) ) = ∑
e∈δ( S )

w ( e) . (3 .62)

称δ( S )为网络的一个割集 ( cu t-set) ,称 w (δ( S ) )为割集δ( S )的

容量 .使容量达到最小的割集 ,称为网络的最小割集 ( minimal cut-

set ) .对任意的矩阵 A = ( A1 ,⋯ , An ) ,定义图 G[ A] = ( V , E )如

下 :

V = {1 ,⋯ , n } ,

E = { ( i , j ) | AT
i Aj > 0 , i , j∈ V } .
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称 G[ A]为矩阵 A的交图 ( in tersection graph ) .设 G = ( V , E) , E

= { e1 ,⋯ , em } .若向量 x = ( x1 ,⋯ , xm )
T

,则有时记 x j = x ( ej ) ,即

x ( ej )为对应于 ej 的 x的分量 .

3.9.2  分离不等式 (分离面 )

一个不等式 : πx≤π0 ,若满足 : x∈ conv ( S )�πx≤π0 ,则称

其为 S 的一个分离不等式 ( valid inequality)或称分离面 ( face ) .下

面将介绍几种导出分离面的基本方法 .

3.9.3  Gomory-Chvatal 法

对任意的 u = ( u1 ,⋯ , um )≥0 ,有 :

∑
n

j = 1

uAjx≤ ub .

因为条件 x≥0 ,含有 :

∑
n

j = 1

( uAj - [ uA j ] ) xj ≥ 0 .

因此有关系式

∑
n

j = 1

( [ uA j ] ) x j ≤ ub .

因为条件 x∈ Z
n

.含有 :

∑
n

j = 1

( [ uAj ] ) x j ≤ [ ub] . (3 .63)

假如所选的 u≥0 满足 :

ub - [ ub] > 0 , uAj = [ uAj ] ( j = 1 ,⋯ , n ) .

则就是通常所称的割平面 .

3.9.4  同余法 (modulo method)

设
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S = { x | x∈ Z
n
+ ,∑

n

j = 1

aj x j = a0 } , " aj ∈ R
1

.

设 d 是任意给定的正整数 .考虑 :

S d = { x | x∈ Z
n
+ , k∈ Z

1
,∑

n

j = 1

aj x j - kd = a0 } ,

显然 S� Sd .设

aj = bj + αj d , 0 ≤ bj < d,αj ∈ Z
1

, j = 0 ,1 ,⋯ , n .

则 S d = { x | x∈ Z
n
+ ,∑

n

j = 1

bj x j = b0 + yd , y ∈ Z
1
} .

因为

∑
n

j = 1

bj x j ≥ 0 ,0 ≤ b0 < d, y∈ Z
1

,

故对任意的 x∈ S d ,必使 y≥0 ,因此

x∈ S � Sd�∑
n

j = 1

bj x j ≥ b0 .

特别的 ,当 a0 不是整数时 ,可取 d = 1 ,这时

bj = aj - [ aj ]  ( j = 0 , 1 ,⋯ , n) .

因此 ,上述条件可写为 :

∑
n

j = 1

( aj - [ aj ] ) x j ≥ a0 - [ a0 ] .

这就是大家所熟悉的 Gomory 分数割平面 .

3.9.5  逻辑和法 ( logical summationmethod)

设π
1 x≤π1

0 是 S1 (� R
n
+ )的一个分离面 ;π

2 x≤π2
0 是 S2 (�

R
n
+ )的一个分离面 ,则显然

∑
n

j = 1

min(π
1
j ,π

2
j ) x j ≤ max(π

1
0 ,π

2
0 )

(其中 π
i

= (π
i
1 ,⋯ ,π

i
n ) )是 S1∪ S2 的一个分离面 .
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设

S =
x0

x
x0 ∈ Z1 , x∈ Rn

+ , x0 = a0 - ∑
n

j = 1

aj x j ,

S1 =
x0

x

x0

x
∈ S , x0 ≤ [ a0 ] ,

S2 =
x0

x

x0

x
∈ S , x0 ≥ [ a0 ] + 1 ,

其中
x0

x
表示 n + 1 维列向量 .

则

S = S1 ∪ S2 .

S1 = x∈ R
n
+ ∑

n

j = 1

aj x j ≥ a0 - [ a0 ]

= x∈ R
n
+

1
[ a0 ] - a0
∑

n

j = 1

aj x j ≤ - 1 ,

S2 = x∈ R
n
+ ∑

n

j = 1

aj x j ≤ a0 - [ a0 ] - 1

= x∈ Rn
+

1
[ a0 ] + 1 - a0

∑
n

j = 1

aj x j ≤ - 1 .

让

πj = min
1

[ a0 ] - a0
aj ,

1
[ a0 ] + 1 - a0

aj

   ( j = 1 ,⋯ , n ) .
则

∑
n

j = 1

πj x j ≤ - 1

是 S 的一个分离面 .

设
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 P = x∈ R
n
+ | Ax≤ b, " x j ≤ 1 ,

B
n

= x∈ Z
n
+ | x j ≤ 1 , j = 1 ,⋯ , n ,

珔S =  P ∩ B
n

.

则有

性质 3.9.1  conv (珔S )的边界面是形式为 ( 3.63 )的 Gomory-

Chvatal分离面 .

3.9.6  (SA)函数法 (superadditive function)

函数 f : R
m
→ R

1
,若满足条件 :

f (0) = 0 ,

f ( d1 ) + f ( d2 ) ≤ f ( d1 + d2 ) , " d1 , d2 ∈ R
m

,

则称 f 是 ( SA )函数 .

函数 f : R
m
→ R

1
,若满足条件 :

f ( d1 ) ≤ f ( d2 ) , " d1 ≤ d2 ∈ R
m

,

则称 f 是非降函数 ( nondecreasing function) .容易验证 , 对任意给

定的 uT
∈ R

m
+ ,函数 f ( d) = [ ud]是一非降的 ( SA )函数 .

性质 3.9.2  设 f : R
m
→ R

1
是一个非降的 ( SA )函数 , A 是

m× n 的有理数矩阵 , b∈ R
m

,

A = ( A1 ,⋯ , An ) ,设

S = Z
n
+∩ { x | Ax≤ b} ,

则

∑
n

j = 1

f ( Aj ) x j ≤ f ( b) (3 .64)

是 S 的一个分离面 .

非降 ( SA )函数的例子 :

设
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fα: R
1
→ R

1
 (0 ≤α< 1 ) ,

fα( d ) =

[ d] ,      若 d - [ d ] ≤α,

[ d] +
d - [ d ] - α

1 - α
,若 d - [ d] > α .

则对任意的α( 0≤α< 1) ,函数 :

fα( d) = [ d ] +
1

1 - α
( d - [ d] - α)

+

都是非降的 ( SA )函数 .而函数 :

fα( [ ud] ) : R
m
→ R

1
( u

T
∈ R

m
+ , d ∈ R

m
) ,

对任意给定的α和 u,也是一个非降的 ( SA )函数 .

性质 3.9.3  conv( S )的边界面是形式为 ( 3.64 )的 ( SA )函数

分离面 .

3.9.7  升维法 ( lifting method)

下面介绍一种从多面体的低维边界面构成较高维边界面的升

维方法 .

设

P = { x∈ Rn
+ | Ax≤ b} ;

 P = { x | " x j ≤ 1 } ∩ P;

珔S =  P ∩ Z
n
;

珔S
0

=珔S ∩ { x∈ B
n

| x1 = 0 } ;

珔S
1

=珔S ∩ { x∈ B
n

| x1 = 1 } .

  性质 3.9.4  若∑
n

j = 2

πj x j ≤π0 是 conv(珔S
0
)的一个边界面 ,且

ζ= max ∑
n

j = 2

πj x j | x∈珔S1
,

则
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(π0 - ζ) x1 +∑
n

j = 2

πj x j ≤π0

是 conv(珔S )的一个边界面 .

性质 3.9.5  若∑
n

j = 2

πj x j ≤π0 是 conv(珔S
1
)的一个边界面 ,且

ζ= max ∑
n

j = 2

πj x j | x∈珔S0
,

则

(ζ - π0 ) x1 +∑
n

j = 2

πj x j ≤π0 + (ζ - π0 )

是 conv(珔S )的一个边界面 .

3.9.8  装箱 ( packing)多面体的边界面

设 A = ( A1 ,⋯ , An )是 m× n 的 0—1 矩阵 ,1 = ( 1 ,⋯ , 1 )
T
∈

R m .考虑集合 :

PA = { x∈ Bn | Ax≤ 1} .

通常称其为装箱多面体 .定义 A的交图 G[ A] = ( V , E )如下 :

V = {1 ,2 ,⋯ , n } ,

E = { [ i , j] | AT
i Aj ≥ 1 , i , j∈ V } ,

则容易看出 x∈ PA� x是 G[ A]中某点无关集的关联向量 .

因此 ,对 G[ A]中的任何一个团 K ,必有 :

x∈ PA�∑
j∈ K

x j ≤ 1 .

  性质 3.9.6  若 K 是 G[ A]的极大团 ,则条件∑
j∈ K

x j ≤ 1 是

conv( PA )的边界面 .

3.9.9  背包问题的边界面

考虑 (0 ,1 )背包问题
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S = { x∈ Bn |∑
j∈ N

aj x j ≤ a0 } ,

其中 N = {1 ,⋯ , n} .

不妨可设 a0≥ a1≥ a2≥⋯≥ an > 0 对任意的子集 R� N ,让 xR

表示 R 的特征向量 (或关联向量 ) ,即 xR
= ( x

R
1 ,⋯ , x

R
n )

T
,

x
R
j =

1 ,  j∈ R ,

0 ,  j | R .

若 xR∈ S ,则称 R 是一个独立集 ;若 xR | S ,则称 R 是一个相关

集( dependent set ) .若 C 是一个相关集 , 而对任意的 j∈ C, C \

{ j}都是独立集 , 则称 C 是一个极小相关集 ( minimal dependent

set ) .

性质 3.9.7  设 C = { j1 ,⋯ , jr }是一个极小相关集 , j1 < j2 <

⋯ < jr ;设 E ( C) = C∪ {1 , 2 ,⋯ , j1 } ;若 N \ E ( C )≠� ,且 ( C \

{ j1 , j2 } )∪ {1 }和 ( C \ { j1 } )∪ { p}都是独立集 ,其中 p = min{ j | j

∈ N \ E( C) } ;或者 ,若 N \ E ( C) =� ,而 ( C \ { j1 , j2 } )∪ {1 }是

独立集 ,则条件 :

∑
j∈ E( C)

x j ≤ | C | - 1

是 conv( S)的一个边界面 .

3.9.10  匹配多面体 (matching polyhedron)

对图 G = ( V , E) ,一个边子集 X� E ,若使图中每个点只关

联于 X 中的一条边 ,则称 X 是 G 的一个匹配 .一个边子集 X�

E ,若使图中每个点只关联于 X 中的两条边 ,则称 X 是 G 的一个

2-匹配 ( 2-Matching) .我们用 x表示边子集也表示它的关联向量 ,

用 X( e)表示 x的分量 ,其中 e是一条边 .让 A 表示 G的点边关联

矩阵 .则

匹配问题可表示为如下形式 :

{ x | Ax = 1, x≥ 0, x是整数向量} .
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  2-匹配问题可表示为如下形式 :

{ x | Ax = 21 , x = 0, x是 0 ,1 向量 } .

  一个点子集 T� V ,若它所含的点数 | T |是奇数 , 则称 T 为

奇点集 .定义

E( T ) = { e∈ E | e = [ v j , v k ] , v j ∈ T , vk ∈ T} ,

δ( T ) = { e∈ E | e = [ v i , v k ] , v i ∈ T , vk | T} .

  性质 3.9.8  图 G的匹配的凸包为 :

∑
e∈δ( v)

x( e) = 1 ,  " v∈ V , (3 .65)

∑
e∈δ( T )

x( e) ≥1 ,  "奇点集 T � V , (3 .66)

x ( e ) ≥0 ,  " e∈ E . (3 .67)

这就是著名的 Edmonds-匹配多面体 ( Edmonds matching polyhe-

dron) .

设 x是任意 2-匹配的关联向量 ,则对任意的子集 S� V ,以

及 F�δ( S ) ,有关系

∑
e∈δ( S )

x( e) ≥∑
e∈ F

x ( e) ,

| F |≥∑
e∈ F

x ( e) .

因此

∑
e∈δ( S )

x ( e) + | F |≥ 2∑
e∈ F

x( e) .

另一方面 ,因为

2∑
e∈ E ( S )

x ( e) + ∑
e∈δ( S )

x( e) = 2 | S | .

因此 ,数值 ∑
e∈δ( S )

x ( e) 是偶数 .现在 ,若 | F |是奇数 ,则有

∑
e∈δ( S )

x ( e) + | F |≥ 2∑
e∈ F

x( e) + 1 ,

即
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图  3.9

2 | S | - 2∑
e∈ E( S )

x( e) + | F |≥ 2∑
e∈ F

x ( e) + 1 .

因而有

∑
e∈ E( S )

x( e) +∑
e∈ F

x ( e) ≤ | S | +
| F | - 1

2
. (3 .68)

通常称二元组“ S , F”( S� V , F�δ( S ) , | F |是奇数 )为一个“梳

子”( comb) ,称关系式 ( 3.68 )为一个梳子不等式 .最简单的梳子不

等式为如下形式

∑
b

j = 1

x ( ej ) ≤ 4 .

称其为“三角形梳子”( triangular comb) (因 S 中点形成的子图为

三角形 ) .

性质 3.9.9  图 G的 2-匹配的凸包为

∑
e∈δ( v )

x ( e) = 2 , " v ∈ V;

∑
e∈ E ( S )

x ( e) +∑
e∈ F

x( e) ≤ | S | +
| F | - 1

2
, " 梳子“ S , F”;

    x( e) ≥ 0 ,   " e∈ E;

    x( e) ≤ 1 ,   Ve∈ E .
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3.9.11  Hamilton圈 (Hamilton circuit)

包含所有点的简单圈 (点不重复的圈 )称为 Hamilton 圈 .或者

说 ,关联于每个点的边数为 2 的连通图 .用向量 x 表示 Hamilton

圈的关联向量 ,则它的数学形式为 :

∑
e∈δ( v )

x ( e) = 2 ,  "ν∈ V ;

∑
e∈δ( B)

x ( e) ≥ 2 ,  " B � V ,�≠ B ≠ V;

x( e) ≤ 1 ,  " e∈ E;

x( e) ≥ 0 ,  " e∈ E;

x( e) 取整数值 , " e∈ E .

第一组条件表示关联于每个点的边数为 2;第二组条件表示每个

割集中至少含有两条边 .利用 2-匹配凸包 ,可得 Hamilton 圈的松

弛问题如下 :

∑
e∈δ( v )

x ( e) = 2 ,  " v ∈ V;

∑
e∈ E( S )

x ( e) +∑
e∈ F

x( e) ≤ | S | +
| F | - 1

2
, "梳子“ S , F”;

∑
e∈δ( B)

x ( e) ≥ 2 ,  " B� V , ě ≠ B ≠ V;

x( e) ≤ 1 ,  " e∈ E;

x( e) ≥ 0 ,  " e∈ E .

  求 Hamilton 圈的割平面算法步骤 :

设 Q 是任给的某些梳子的集合 , R 是由图的某些点子集所构

成的集合 .设 x是下述问题的一个解 :

∑
e∈δ( v )

x( e) = 2 ,  " v∈ V ; (3 .69)

∑
e∈ E( S )

x( e) +∑
e∈ F

x ( e) ≤ | S | +
| F | - 1

2
, 烄烅
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            “ S , F”∈ Q; (3 .70)

∑
e∈δ( B)

 x( e) ≥ 2 ,  B∈ R; (3 .71)

x ( e) ≤ 1 ,  " e∈ E; (3 .72)

x ( e) ≥ 0 ,  " e∈ E . (3 .73) 烅烆

若 x 是整数解 ,则步骤终止 ,否则进行步骤 ( 1) .

(1 ) 构造以 x( e)为边 e的容量的网络 G( x) .

(2 ) 用 Gomory—T .C .Hu 方法 , 求网络 G ( x )的最小割集

( min-cut set )δ( Y ) .

(3 ) 若

∑
e∈δ( Y )

x ( e) < 2 ,则 Y ∪ R → R .

若

max
B∈ R
∑

e∈δ( B)

x ( e) = ∑
e∈δ( B

*
)

x( e) > 2 ,

则 R \ { B
*

} → R .

重新寻求问题 (3.69)～ (3.73)的解 x ,然后转到 ( 1) .

(4 ) 若

∑
e∈δ( Y )

x( e) ≥ 2 ,

则检查各个梳子不等式 (首先检查最简单的三角梳子不等式 ) .

若有某个梳子“ S , F”,使 ( 3.70 )关系式不满足 ,则“ S , F”∪ Q

→ Q ,重新寻求问题 ( 3.69 )～ ( 3.73 )的解 x .

若 x 不是整数解 ,则转到 (1 ) .

检验一般的梳子不等式是很复杂的 .它要利用求最小奇点割

集的算法 ,要将 2-匹配问题转化到匹配问题 .但是 ,确已找到了一

种检验所有梳子不等式的多项式算法 .
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4  动态规划

4.1  引言

4.1.1  动态规划的发展及研究内容

  动态规划 ( dynamic programming)是运筹学的一个分支 ,是求

解决策过程 ( decision process )最优化的数学方法 .20 世纪 50 年代

初美国数学家 R .E . Bellman 等人在研究多阶段决策过程 ( multi-

step decision process)的优化问题时 , 提出了著名的最优性原理

( principle of optimality) ,把多阶段过程转化为一系列单阶段问题 ,

逐个求解 ,创立了解决这类过程优化问题的新方法———动态规划 .

1957 年出版了他的名著《Dynamic P rogramming》,这是该领域的

第一本著作 .

动态规划问世以来 ,在经济管理、生产调度、工程技术和最优

控制等方面得到了广泛的应用 .例如最短路线、库存管理、资源分

配、设备更新、排序、装载等问题 ,用动态规划方法比用其它方法求

解更为方便 .

虽然动态规划主要用于求解以时间划分阶段的动态过程的优

化问题 ,但是一些与时间无关的静态规划 (如线性规划、非线性规

划 ) ,只要人为地引进时间因素 ,把它视为多阶段决策过程 ,也可以

用动态规划方法方便地求解 .

下面是多阶段决策过程最优化问题的典型例子 .

例 4.1.1  最短路线问题

下面是一个线路网 ,连线上的数字表示两点之间的距离 (或费
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用 ) .试寻找一条由 A 到 G距离最短 (或费用最省 )的路线 .

图  4.1

例 4.1.2  生产计划问题

工厂生产某种产品 ,每单位 (千件 )的成本为 1 (千元 ) ,每次开

工的固定成本为 3 (千元 ) ,工厂每季度的最大生产能力为 6 (千

件 ) .经调查 ,市场对该产品的需求量第一、二、三、四季度分别为

2 , 3 , 2 , 4 (千件 ) .如果工厂在第一、二季度将全年的需求都生产出

来 ,自然可以降低成本 (少付固定成本费 ) ,但是对于第三、四季度

才能上市的产品需付存储费 ,每季每千件的存储费为 0.5 (千元 ) .

还规定年初和年末这种产品均无库存 .试制订一个生产计划 ,即安

排每个季度的产量 ,使一年的总费用 (生产成本和存储费 )最少 .

4.1.2  决策过程的分类

根据过程的时间变量是离散的还是连续的 ,分为离散时间决

策过程 ( discrete-time decision process) ,即多阶段决策过程和连续

时间决策过程 (continuous-time decision process ) ;根据过程的演变

是确定的还是随机的 ,分为确定性决策过程 ( deterministic decision

process)和随机性决策过程 ( stochastic decision process ) ,其中应用

最广的是确定性多阶段决策过程 .4.2～4.4 就是这类过程 .

·852·



4.2  基本概念、基本方程和计算方法

4.2.1  动态规划的基本概念

  一个多阶段决策过程最优化问题的动态规划模型通常包含以

下要素 .

1  阶段

阶段 ( step )是对整个过程的自然划分 .通常根据时间顺序或

空间特征来划分阶段 ,以便按阶段的次序解优化问题 .阶段变量一

般用 k = 1 , 2 ,⋯ , n 表示 .在例 4.1.1 中由 A 出发为 k = 1 ,由 Bi ( i

= 1 , 2)出发为 k = 2 ,依此下去从 Fi ( i = 1 , 2 )出发为 k = 6 ,共 n =

6 个阶段 .在例 4.1.2 中按照第一、二、三、四季度分为 k = 1 , 2 , 3 ,

4 ,共 4 个阶段 .

2  状态

状态 ( state )表示每个阶段开始时过程所处的自然状况 .它应

能描述过程的特征并且具有无后效性 ,即当某阶段的状态给定时 ,

这个阶段以后过程的演变与该阶段以前各阶段的状态无关 .通常

还要求状态是直接或间接可以观测的 .

描述状态的变量称状态变量 ( state variable ) .变量允许取值的

范围称允许状态集合 ( set of admissible states ) .用 xk 表示第 k 阶

段的状态变量 ,它可以是一个数或一个向量 .用 Xk 表示第 k阶段

的允许状态集合 .在例 4.1.1 中 x2 可取 B1 , B2 ,或将 Bi 定义为 i

( i = 1 , 2) ,则 x2 = 1 或 2 ,而 X2 = {1 , 2 } .

n 个阶段的决策过程有 n + 1 个状态变量 , x n + 1表示 xn 演变

的结果 ,在例 4.1.1 中 x7 取 G,或定义为 1 ,即 x7 = 1 .

根据过程演变的具体情况 ,状态变量可以是离散的或连续的 .

为了计算的方便有时将连续变量离散化 ;为了分析的方便有时又
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将离散变量视为连续的 .

状态变量简称为状态 .

3  决策

当一个阶段的状态确定后 ,可以作出各种选择从而演变到下

一阶段的某个状态 ,这种选择手段称为决策 ( decision ) , 在最优控

制问题中也称为控制 (cont rol ) .

描述决策的变量称决策变量 ( decision variable ) .变量允许取

值的范围称允许决策集合 ( set of admissible decisions ) .用 uk ( xk )

表示第 k 阶段处于状态 x k 时的决策变量 , 它是 x k 的函数 , 用

U k ( x k )表示 x k 的允许决策集合 .在例 4.1.1 中 u2 ( B1 )可取 C1 ,

C2 或 C3 ,可记作 u2 ( 1) = 1 , 2 , 3 ,而 U2 (1 ) = {1 , 2 , 3} .

决策变量简称决策 .

4  策略

决策组成的序列称为策略 ( policy) .由初始状态 x1 开始的全

过程的策略记作 p1 n ( x1 ) , 即 p1 n ( x1 ) = { u1 ( x1 ) , u2 ( x2 ) , ⋯ ,

un ( x n ) } .由第 k阶段的状态 xk 开始到终止状态的后部子过程的

策略记作 pk n ( x k ) ,即 pk n ( x k ) = { uk ( xk ) ,⋯ , un ( xn ) } , k = 2 ,⋯ ,

n - 1 .类似地 ,由第 k到第 j 阶段的子过程的策略记作 pkj ( x k ) =

{ uk ( x k ) ,⋯ , u j ( x j ) } .可供选择的策略有一定的范围 , 称为允许

策略集合 ( set of admissible policies ) , 用 P1 n ( x1 ) , Pk n ( x k ) , Pk j

( x k )表示 .

5  状态转移方程

在确定性过程中 ,一旦某阶段的状态和决策为已知 ,下阶段的

状态便完全确定 .用状态转移方程 ( equation of state transition )表

示这种演变规律 ,写作

xk + 1 = Tk ( x k , uk ) , k = 1 , 2 ,⋯ , n . ( 4 .1)

在例 4.1.1 中状态转移方程为 x k + 1 = uk ( x k ) .
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6  指标函数和最优值函数

指标函数 (objective function)是衡量过程优劣的数量指标 ,它

是定义在全过程和所有后部子过程上的数量函数 ,用 Vk n ( x k , uk ,

x k + 1 ,⋯ , xn + 1 )表示 , k = 1 , 2 ,⋯ , n .指标函数应具有可分离性 ,即

Vk n可表为 xk , uk , Vk + 1 n的函数 ,记为

Vk n ( x k , uk , x k+ 1 ,⋯ , xn + 1 ) = φk ( xk , uk , Vk + 1 n ( xk + 1 ,⋯ , xn + 1 ) )

( 4 .2)

并且函数φk 对于变量 V k + 1 n是严格单调的 .

过程在第 j 阶段的阶段指标取决于状态 x j 和决策 uj , 用

v j ( x j , uj )表示 .指标函数由 v j ( j = 1 , 2 ,⋯ , n )组成 ,常见的形式

有

阶段指标之和 ,即

V k n ( xk , uk ,⋯ , xn + 1 ) =∑
n

j = k

vj ( x j , uj ) , ( 4 .3)

  阶段指标之积 ,即

V k n ( xk , uk ,⋯ , xn + 1 ) =∏
n

j = k

vj ( x j , uj ) , ( 4 .4)

  阶段指标之极大 (或极小 ) ,即

Vk n ( x k , uk ,⋯ , x n + 1 ) = max
k≤ j≤ n

( min) v j ( x j , uj ) . ( 4 .5)

这些形式下第 k 到第 j阶段子过程的指标函数为 V kj ( x k , uk ,⋯ ,

x j + 1 ) .

根据状态转移方程指标函数 Vk n还可以表示为状态 x k 和策

略 pk n的函数 ,即 Vk n ( x k , pk n ) .在 x k 给定时指标函数 Vk n对 pk n的

最优值称为最优值函数 (optimal value function) ,记作 f k ( x k ) ,即

f k ( xk ) = opt
p

kn
∈ P

kn
( x

k
)

Vk n ( x k , pk n ) , ( 4 .6)

其中 opt 可根据具体情况取 max 或 min .

7  最优策略和最优轨线
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使指标函数 Vk n达到最优值的策略是从 k 开始的后部子过程

的最优策略 ,记作 p
*
k n = { u

*
k ,⋯ , u

*
n } . p

*
1 n是全过程的最优策略 ,

简称最优策略 ( optimal policy) .从初始状态 x1 ( = x
*
1 )出发 ,过程

按照 p
*

1 n和状态转移方程演变所经历的状态序列 { x
*

1 , x
*

2 , ⋯ ,

x
*
n + 1 }称最优轨线 (optimal trajectory) .

4.2.2  基本定理和基本方程

动态规划发展的早期阶段 ,从简单逻辑出发给出了所谓最优

性原理 ,然后在最优策略存在的前提下导出基本方程 ,再由这个方

程求解最优策略 .后来在动态规划的应用过程中发现 ,最优性原理

不是对任何决策过程普遍成立 ,它与基本方程不是无条件等价 ,二

者之间也不存在任何确定的蕴含关系 .基本方程在动态规划中起

着更为本质的作用 .

为了叙述的方便 ,在下面的定理中指标函数取各阶段指标之

和的形式 ,即 ( 4.3) .

定理 4.2.1  对于初始状态 x1∈ X1 ,策略 p
*

1 n = { u
*

1 , u
*

2 ,

⋯ , u
*
n }∈ P1 n ( x1 )是最优策略的充要条件是对于任意的 k , 1 < k

≤ n ,有

V1 n ( x1 , p
*
1 n ) = opt

p
1 k - 1
∈ P

1 k - 1
( x

1
)
[ V1 k - 1 ( x1 , p1 k - 1 )

+ opt
p

kn
∈ P

kn
( x

k
)

Vk n ( x k , pk n ) ] ,

其中 x k 是由 x1 , p1 k - 1和状态转移方程 x j + 1 = T j ( x j , uj ) ( j = 1 ,

2 ,⋯ , k - 1)所确定的第 k 阶段的状态 .

定理4.2.2  若 p
*
1 n∈ P1 n ( x1 )是最优策略 ,则对于任意的 k,

1 < k < n ,它的子策略 p *k n对于由 x1 和 p *1 k - 1确定的以 x *k 为起

点的第 k到 n 后部子过程而言 ,也是最优策略 .

这就是最优性原理 ,通常略述为 : 不论过去的状态和决策如
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何 ,对于前面的决策形成的当前的状态而言 ,余下的各个决策必定

构成最优策略 .

最优性原理给出的是最优策略的必要条件 , 它是定理 4.2.1

的推论 .

定理 4.2.3  { f k ( xk ) } , { u
*
k }分别是最优值函数序列和最优

决策序列的充要条件是满足下列递推方程 ,

f k ( x k ) = opt
u

k
∈ U

k
( x

k
)
[ v k ( x k , uk ) + f k+ 1 ( x k+ 1 ) ] , k = n , n - 1 ,⋯ , 2 , 1 .

或者表为

f k ( x k ) = vk ( xk , u
*
k ) + f k+ 1 ( T k ( x k , u

*
k ) ) .

以及

f n + 1 ( xn + 1 ) = φ( xn + 1 )  (φ为已知函数 ) ,

x k+ 1 = T k ( x k , uk ) ,  xk ∈ Xk .

  这就是动态规划的基本方程 ,为解决实际问题提供了有效的

计算方法 .

定理 4.2.3 中的 f n + 1 ( xn + 1 ) =φ( xn + 1 )是决策过程的终端

条件 .当 x n + 1只取固定的状态时称固定终端 ;当 xn + 1可在终端集

合 Xn + 1中变动时称自由终端 .

4.2.3  后向算法和前向算法

1  后向算法

定理 4.2.3 给出的基本方程是动态规划的后向算法 ( back-

ward algorithm) .计算步骤是 ,利用终端条件从 k = n 开始由后向

前逆推基本方程 ,求得各阶段的最优决策和最优值函数 ,最后算出

f1 ( x1 )时就得到了最优决策序列 { u
*
k ( xk ) , x k∈ Xk , k = 1 , 2 ,⋯ ,

n } .再按照状态转移方程 x
*
k + 1 = T k ( x k , u

*
k ( x k ) ) ,从 k = 1 开始

由前向后确定 x
*
k , 序列 { x

*
k , k = 1 , 2 , ⋯ , n }为最优轨线 , { u

*
k

( x
*
k ) , k = 1 ,2 ,⋯ , n }为最优策略 .
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2  前向算法

当决策过程可逆时也可以用动态规划的前向算法 ( forward

algorithm)求解 .设阶段变量 k 和状态 x k 的定义不变 ,决策 uk 应

使得状态转移能由 x k + 1和 uk 确定 xk ,即有

xk = 珟T k ( x k + 1 , uk ) , k = 1 , 2 ,⋯ , n . ( 4 .7)

允许决策集合相应地改变为 珦Uk ( x k + 1 ) .前向算法的基本方程为

f k + 1 ( x k + 1 ) = opt
u

k
∈珦U

k
( x

k+ 1
)
[ vk ( x k , uk ) + f k ( x k ) ] , k = 1 , 2 ,⋯ , n .

( 4 .8)

始端条件是

f1 ( x1 ) = φ( x1 ) . ( 4 .9)

  前向算法的计算过程和后向算法正好相反 .

3  后向算法的计算框图

以自由终端、固定始端、指标函数取和的形式 ( 4.3 )的后向算

法为例给出计算框图 ,其它情况容易在这个基础上修改得到 .

如果状态 x k 和决策 uk 是连续变量 ,用数值方法求解时需按

照精度要求进行离散化 .设状态 xk 的允许集合为

Xk = { x k i | i = 1 , 2 ,⋯ , nk } , k = 1 , 2 ,⋯ , n .

决策 uk i ( x k i )的允许集合为

U ki = { u
( j )
k i | j = 1 ,2 ,⋯ , nk i } , i = 1 , 2 ,⋯ , nk , k = 1 ,2 ,⋯ , n .

  状态转移方程和阶段指标应对 x k 的每个取值 xk i和 uk i的每

个取值 u ( j )
ki 计算 ,即 Tk = Tk ( x ki , u ( j )

k i ) , v k = v k ( xk i , u ( j)
k i ) .最优值

函数应对 x k 的每个取值 x ki计算 .基本方程可以表为

f ( j)
k ( xk i ) = v k ( xk i , u ( j)

k i ) + f k + 1 ( Tk ( x ki , u ( j )
ki ) ) ,

f k ( xk i ) = opt
j

f( j)
k ( x k i ) ,

j = 1 , 2 ,⋯ , nk i , i = 1 , 2 ,⋯ , nk , k = n ,⋯ , 2 , 1 .(4 .10)

一般化的自由终端条件为
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fn + 1 ( x n+ 1 i ) = φ( xn + 1 i ) , i = 1 , 2 ,⋯ , n n + 1 . (4 .11)

其中φ为已知 .固定始端条件可表示为 X1 = { x1 } = { x *1 } .

按照 ( 4.11 ) , (4.10)后向计算出 f1 ( x
*
1 ) ,为全过程最优值 .

记状态 x ki的最优决策为 u
*
k i ( xk i ) ,由 x

*
1 和 u

*
k i ( xk i )按照状态转

移方程计算出最优状态 ,记作 x
*
k .并得到对应的最优决策 ,记作

u
*
k ( x
*
k ) .于是最优策略为{ u

*
1 ( x
*
1 ) , u

*
2 ( x
*
2 ) ,⋯ , u

*
n ( x
*
n ) } .

算法程序的框图如下 .

图的左边部分是函数序列的递推计算 ,可输出全过程最优值

f1 ( x
*

1 ) , 如果需要还可以输出后部子过程最优值函数序列

f k ( x ki )和最优决策序列 u
*
k ( x k i ) .计算过程中存 f k ( x ki )是备计算

f k - 1之用 ,在 f k - 1算完后可用 f k - 1将 f k 替换掉 ;存 u
*
k ( x ki )是备

右边部分读 u
*
k ( x
*
k )之用 .

图的右边部分是最优状态和最优决策序列的前向计算 ,可输

出最优策略{ u
*

1 ( x
*

1 ) , u
*

2 ( x
*
2 ) ,⋯ , u

*
n ( x
*
n ) }和最优轨线 { x

*
1 ,

x *2 ,⋯ , x *n } .

4.2.4  动态规划与静态规划的关系

动态规划与静态规划 (线性和非线性规划等 )研究的对象本质

上都是在若干约束条件下的函数极值问题 .两种规划在很多情况

下原则上可以相互转换 .

动态规划可以看作求决策 u1 , u2 , ⋯ , un 使指标函数 V 1 n

( x1 , u1 , u2 ,⋯ , un )达到最优 (最大或最小 )的极值问题 ,状态转移

方程、端点条件以及允许状态集、允许决策集等是约束条件 ,原则

上可以用非线性规划方法求解 .

一些静态规划只要适当引入阶段变量、状态、决策等就可以用

动态规划方法求解 .下面用例子说明 .

例 4.2.4  用动态规划解下列非线性规划
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图  4.2

max  ∑
n

k = 1

gk ( uk ) ;
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s .t . ∑
n

k = 1

uk = a, uk ≥ 0 .

其中 gk ( uk )为任意的已知函数 .

解  按变量 uk 的序号划分阶段 ,看作 n 段决策过程 .设状态

为 x1 , x2 ,⋯ , xn ,取问题中的变量 u1 , u2 ,⋯ , un 为决策 .状态转

移方程为

x1 = a, xk + 1 = xk - uk , k = 1 , 2 ,⋯ , n .

取 gk ( uk )为阶段指标 ,最优值函数的基本方程为 (注意到 xn + 1 =

0)

fk ( x k ) = max
0≤ u

k
≤ x

k

[ gk ( uk ) + f k+ 1 ( x k+ 1 ) ] ;

0 ≤ x k ≤ a , k = n , n - 1 ,⋯ , 2 , 1;

fn + 1 (0 ) = 0 .

  按照后向算法求出对应于 x k 每个取值的最优决策 u
*
k ( x k ) ,

计算至 f1 ( a)后即可利用状态转移方程得到最优状态序列 { x
*
k }

和最优决策序列{ u
*
k ( x
*
k ) } .

与静态规划相比 ,动态规划的优越性在于 :

(1 ) 能够得到全局最优解 .由于约束条件确定的约束集合往

往很复杂 ,即使指标函数较简单 ,用非线性规划方法也很难求出全

局最优解 .而动态规划方法把全过程化为一系列结构相似的子问

题 ,每个子问题的变量个数大大减少 ,约束集合也简单得多 ,易于

得到全局最优解 .特别是对于约束集合、状态转移和指标函数不能

用分析形式给出的优化问题 ,可以对每个子过程用枚举法求解 ,而

约束条件越多 ,决策的搜索范围越小 ,求解也越容易 .对于这类问

题 ,动态规划通常是求全局最优解的唯一方法 .

(2 ) 可以得到一族最优解 .与非线性规划只能得到全过程的

一个最优解不同 ,动态规划得到的是全过程及所有后部子过程的

各个状态的一族最优解 .有些实际问题需要这样的解族 ,即使不需
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要 ,它们在分析最优策略和最优值对于状态的稳定性时也是很有

用的 .当最优策略由于某些原因不能实现时 ,这样的解族可以用来

寻找次优策略 .

(3 ) 能够利用经验提高求解效率 .如果实际问题本身就是动

态的 ,由于动态规划方法反映了过程逐段演变的前后联系和动态

特征 ,在计算中可以利用实际知识和经验提高求解效率 .如在策略

迭代法中 , 实际经验能够帮助选择较好的初始策略 , 提高收敛

速度 .

动态规划的主要缺点是 :

(1 ) 没有统一的标准模型 ,也没有构造模型的通用方法 ,甚至

还没有判断一个问题能否构造动态规划模型的准则 .这样就只能

对每类问题进行具体分析 ,构造具体的模型 .对于较复杂的问题在

选择状态、决策、确定状态转移规律等方面需要丰富的想象力和灵

活的技巧性 ,这就带来了应用上的局限性 .

(2 )用数值方法求解时存在维数灾 ( curse of dimensionality ) .

若一维状态变量有 m 个取值 ,那么对于 n 维问题 ,状态 x k 就有

m
n
个值 ,对于每个状态值都要计算、存储函数 f k ( x k ) ,对于 n 稍

大 (即使 n = 3)的实际问题的计算往往是不现实的 .目前还没有克

服维数灾的有效的一般方法 .

4.3  若干典型问题的动态规划模型

建立一个确定性多阶段决策过程的动态规划模型包括以下几

个步骤 :

(1 ) 将过程划分成恰当的阶段 .

(2 ) 正确选择状态变量 x k , 使它既能描述过程的状态 ,又满

足无后效性 ,同时确定允许状态集合 Xk .

(3 ) 选择决策变量 uk ,确定允许决策集合 U k ( xk ) .
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(4 ) 写出状态转移方程 .

( 5) 确定阶段指标 vk ( xk , uk )及指标函数 Vk n的形式 (阶段指

标之和 ,阶段指标之积 ,阶段指标之极大或极小等 ) .

(6 ) 写出基本方程即最优值函数满足的递推方程 ,以及端点

条件 .

下面给出若干类典型问题的动态规划模型 .

4.3.1  最短路线问题

对于例 4.1.1 一类最短路线问题 ( shortest path problem) , 阶

段按过程的演变划分 ,状态由各段的位置确定 ,决策为从各个状态

出发的走向 ,即有 x k + 1 = uk ( x k ) ,阶段指标为相邻两段状态间的

距离 dk ( x k , uk ( x k ) ) ,指标函数为阶段指标之和 ,最优值函数 f k

( x k )是由 x k 出发到终点的最短距离 (或最小费用 ) ,基本方程为

f k ( x k ) = min
u

k
( x

k
)
[ dk ( xk , uk ( x k ) ) + f k + 1 ( x k+ 1 ) ] , k = n ,⋯ ,1 ;

fn + 1 ( xn + 1 ) = 0 .

  利用这个模型可以算出例 4.1.1 的最短路线为

     AB1 C2 D1 E2 F2 G,

相应的最短距离为 18 .

4.3.2  生产计划问题

对于例 4.1.2 一类生产计划问题 ( production planning prob-

lem) ,阶段按计划时间自然划分 ,状态定义为每阶段开始时的储存

量 x k ,决策为每个阶段的产量 uk ,记每个阶段的需求量 (已知量 )

为 dk ,则状态转移方程为

xk + 1 = x k + uk - dk , x k ≥ 0 , k = 1 , 2 ,⋯ , n . (4 .12)

  设每阶段开工的固定成本费为 a ,生产单位数量产品的成本

费为 b ,每阶段单位数量产品的储存费为 c,阶段指标为阶段的生
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产成本和储存费之和 ,即

vk ( x k , uk ) = cxk +
a + buk , uk > 0 ,

0 ,    uk = 0 .
(4 .13)

指标函数 Vk n为 vk 之和 .最优值函数 f k ( x k )为从第 k段的状态 x k

出发到过程终结的最小费用 ,满足

f k ( x k ) = min
u

k
∈ U

k

[ vk ( x k , uk ) + f k + 1 ( x k + 1 ) ] , k = n ,⋯ , 1 .

(4 .14)

其中允许决策集合 Uk 由每阶段的最大生产能力决定 .若设过程

终结时允许储存量为 x
0
n + 1 ,则终端条件是

fn + 1 ( x
0
n + 1 ) = 0 . (4 .15)

  (4.12)～ (4.15)构成该问题的动态规划模型 .

4.3.3  货物存储问题

考察确定性需求下 ,按周期订货 ,订货立即到达 ,使总费用 (订

货费、储存费和缺货损失费 )达到最小的多阶段决策过程 ,讨论这

类货物存储问题 ( inventory problem)的动态规划模型 .

例 4.3.1  公司每周初订货 ,订货固定费 a ,单位数量订货费

b,订货即刻进货 .每周需求量已知 ,记第 k 周为 w k .如周末存储量

为正值 , 需付存储费 , 单位数量存储费 c1 ;如周末存储量为负值

(即需求超过存储 ) ,需付缺货损失费 ,单位数量损失费 c2 ,且下周

需补足缺货量 .仓库最大存储量为 m1 ,允许最大缺货量 m2 .试制

订一个 n 周的订货计划使总费用最小 . n 周结束后的库存货物可

以变卖 ,变卖价值为已知量 .

解  每周为一阶段 ,阶段变量 k = 1 , 2 ,⋯ , n .周初存储量为

状态 x k ,订货量为决策 uk ,在需求 wk 下状态转移方程为

x k+ 1 = x k + uk - wk , k = 1 ,2 ,⋯ , n . (4 .16)

订货费为
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gk ( uk ) =
a + buk , uk > 0 ,

0 ,   uk = 0 .
(4 .17)

存储或损失费为

hk ( xk , uk ) = c1 max( x k + uk - w k , 0)

+ c2 max( wk - x k - uk , 0) . (4 .18)

阶段指标为

v k ( x k , uk ) = gk ( uk ) + hk ( x k , uk ) . (4 .19)

指标函数是阶段指标之和 .注意到最大存储量 m1 和最大缺货量

m2 的限制 ,最优值函数 f k ( x k )的基本方程为

f k ( x k ) = min
0≤ u

k
≤ m

1
- x

k

[ v k ( xk , uk ) + f k + 1 ( x k+ 1 ) ] ,

- m2 ≤ x k ≤ m1 , k = n , n - 1 ,⋯ , 2 , 1 . (4 .20)

终端条件可表为

fn + 1 ( xn + 1 ) = φ( x n + 1 ) .

若进一步假设 n 周后库存货物单位数量的价值为β,且不许缺货 ,

则有

φ( x n + 1 ) = - βxn + 1 , 0 ≤ xn + 1 ≤ m1 . (4 .21)

  (4 .16)～ (4.21)即为本问题的动态规划模型 .

4.3.4  设备更新问题

一台设备或一辆运输车随着使用期限的增加 ,由于效率降低

收入减少 ,而维修费用却在增长 .使用多长时间进行更新可使某一

时间内的总收入达到最大 (或总费用达到最小 ) ,下面两个例子说

明这类设备更新问题 (equipment replacing problem)的动态规划模

型 .

例 4.3.2  一台设备每年初要作出“继续使用”还是“更新”的

决定 .假设当设备年龄为 t时 ,一年的收入为 r ( t ) ,一年的维修费

为 d( t ) ,更新的净费用为 q ( t ) (新设备的购价扣除旧设备的回
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收 ) .已知 k = 1 年初有一台年龄为 s 的设备 ,试制订一个 n 年的

更新计划 ,使总收入最大 .设第 n 年末年龄为 t 的设备的回收φ

( t )为已知 .

解  状态 x k 为第 k年设备的年龄 t ,决策 uk 为第 k 年更新设

备 ,记作 R( replace ) ,或继续使用 ,记作 K ( keep) .于是状态转移为

x k+ 1 =
1 ,  uk = R ,

t + 1 , uk = K .

阶段指标为一年的收入 ,即

vk ( t , uk ) =
r( 0) - d( 0) - q( t) , uk = R ,

r( t) - d ( t ) ,   uk = K .

指标函数为阶段指标之和 ,最优值函数 f k ( t )为第 k 年初一台年

龄为 t的设备到过程终结可得到的最大收入 ,满足

f k ( t ) = max
r (0 ) - d (0 ) - q( t ) + fk + 1 (1 ) , uk = R

r ( t ) - d ( t ) + f k+ 1 ( t + 1) , uk = K
,

0 ≤ t ≤ s + n , k = n , n - 1 ,⋯ ,2 ,1 . (4 .22)

终端条件是

fn + 1 ( t ) = φ( t ) . (4 .23)

由 (4.23)、( 4.22 )递推算至 f1 ( s)即为全过程最大收入 ,并得到最

优策略 .

如果收入、维修费等除与设备年龄 t有关外 ,还与时间有关 ,

并且要考虑折扣因子α( 0≤α≤1) ,表示一年以后收入的实际价值

仅相当于现年的α倍 ,那么 ( 4.22 )应修改为

f k ( t ) = max
rk (0 ) - dk (0 ) - qk ( t ) + αf k + 1 (1 ) , uk = R

rk ( t ) - dk ( t ) + αf k+ 1 ( t + 1) , uk = K
.

  例 4.3.3  在例 4.3.2 的基础上增加一个可以采取的决策

———修复 ,即一次全面整修 ,能使旧设备的收入增加 ,维修费降低 ,

修复费用又低于更新的费用 .这样原来定义的收入和费用除与设
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备年龄 t 有关外 , 还取决于它在“几岁”时修复过 .于是已知条件

是 : 年龄 t且在 s岁修复过的设备年收入为 r ( t , s) ;年维修费为

d ( t , s) ;更新费是 q( t , s) . n 年末的回收为φ( t , s) .以上 s 指最

后一次修复时的年龄 .又年龄 t 时的修复费为 h ( t ) .试重新构造

使总收入最大的动态规划模型 .

解  状态 x k 应定义为二维变量 ( t , s ) , t 是第 k 年设备的年

龄 , s是它最后一次修复时的年龄 ( s≤ t ) .增加的决策“修复”记作

O(overhaul) .最优值函数 f k ( t , s)满足的基本方程为 (不妨设 k =

1 时是一台新设备 )

f k ( t , s) =

max

r (0 , 0 ) - d (0 , 0 ) - q( t , s) + f k + 1 (1 , 0 ) , uk = R

r ( t , s) - d( t , s) + f k + 1 ( t + 1 , s) , uk = K

r ( t , t ) - d( t , t ) - h( t ) + f k+ 1 ( t + 1 , t ) , uk = O

,

0 ≤ t≤ n , s≤ t , k = n ,⋯ , 2 , 1 . (4 .24)

fn + 1 ( t , s) = φ( t , s) . (4 .25)

由 (4.25) , ( 4.24 )递推计算至 f1 ( 0 , 0 )即为全过程最大收入 ,并得

到最优策略 .

4.3.5  资源分配问题

一种或几种资源 (包括资金 )分配给若干用户 ,或投资于几家

企业 ,以获得最大的效益 .资源分配问题 ( resource allocating prob-

lem)可以是多阶段决策过程 ,也可以是静态规划问题 ,都能构造动

态规划模型求解 .下面分别举例说明 .

例 4.3.4  机器可以在高、低两种负荷下生产 . u 台机器在高

负荷下的年产量是 g( u ) ,在低负荷下的年产量是 h( u ) ,高、低负

荷下机器的年损耗率分别是 a1 和 b1 (0 < b1 < a1 < 1 ) .现有 m 台

机器 ,要安排一个 n 年的负荷分配计划 ,即每年初决定多少台机
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器投入高、低负荷运行 ,使 n 年的总产量最大 .如果进一步假设 g

( u) =αu , h( u) =βu(α>β> 0) ,即高、低负荷下每台机器的年产

量分别为α和β,结果将有什么特点 .

解  年度为阶段变量 k = 1 , 2 ,⋯ , n .状态 x k 为第 k 年初完好

的机器数 ,决策 uk 为第 k 年投入高负荷运行的台数 .当 x k 或 uk

不是整数时 ,将小数部分理解为一年中正常工作时间或投入高负

荷运行时间的比例 .

机器在高、低负荷下的年完好率分别记为 a 和 b ,则 a = 1 -

a1 , b = 1 - b1 ,有 a < b .因为第 k 年投入低负荷运行的机器台数

为 x k - uk ,所以状态转移方程是

x k+ 1 = auk + b( x k - uk ) . (4 .26)

阶段指数 vk 是第 k年的产量 ,有

vk ( xk , uk ) = g ( uk ) + h( x k - uk ) . (4 .27)

指标函数是阶段指标之和 ,最优值函数 f k ( x k )满足

f k ( xk ) = max
0≤ u

k
≤ x

k

[ v k ( x k , uk ) + f k+ 1 ( x k+ 1 ) ] ,

0 ≤ x k ≤ m , k = n ,⋯ , 2 , 1 . (4 .28)

及自由终端条件

f n + 1 ( xn + 1 ) = 0 , 0 ≤ xn + 1 ≤ m . (4 .29)

  当 vk 中的 g , h 用较简单的函数表达式给出时 , 对于每个 k

可以用解析方法求解极值问题 .特别 ,若 g( u ) =αu , h ( u ) =βu ,

(4.28)中的[ v k ( x k , uk ) + fk + 1 ( x k + 1 ) ]将是 uk 的线性函数 ,最大

值点必在区间 0≤ uk≤ x k 的左端点 uk = 0 或右端点 uk = x k 取得 ,

即每年初将完好的机器全部投入低负荷或高负荷运行 .

例 4.3.5  总量为 m1 的资源 A 和总量为 m2 的资源 B同时

分配给 n 个用户 .已知第 k 用户利用数量 uk 的 A 和数量 vk 的 B

可以产生的效益为 gk ( uk , vk ) .问如何分配这些资源可使总效益

最大 .试建立这个静态规划问题的动态规划模型 .
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解  这个典型的静态规划问题为

max
u

k
, v

k
∑

n

k = 1

gk ( uk , vk ) ; (4 .30)

s .t .  ∑
n

k = 1

uk = m1 , uk ≥ 0 ,

   ∑
n

k = 1

vk = m2 , vk ≥ 0 .

(4 .31)

当 gk 比较复杂或 n 较大时 ,用非线性规划求解是困难的 .特别 ,若

gk 用表格或图形给出而没有解析表达式时则无法求解 .

将 (4.30)、( 4.31 )化为动态规划问题 .每分配给一个用户作为

一个阶段 ,记作 k = 1 , 2 ,⋯ , n .分配给第 k 用户的资源数量是二

维决策变量 ( uk , vk ) ,而把向第 k 用户分配时 ,分配者手中掌握的

资源总量作为二维状态变量 ( x k , y k ) ,状态转移方程为

x k+ 1 = xk - uk ,

yk + 1 = yk - v k .
(4 .32)

阶段指标为 gk ( uk , v k ) ,指标函数是 gk 之和 ,最优值函数 f k ( x k ,

yk )是将资源总量 x k , yk 分给第 k至第 n 用户能获得的最大效益 ,

满足

f k ( x k , yk ) = max
0≤ u

k
≤ x

k
0≤ v

k
≤ y

k

[ gk ( uk , vk ) + fk + 1 ( xk + 1 , yk+ 1 ) ] ;

0 ≤ x k ≤ m1 ,0 ≤ yk ≤ m2 , k = n ,⋯ , 2 , 1 . (4 .33)

终端条件为

f n + 1 ( 0 , 0) = 0 . (4 .34)

  (4.32)～ (4.34)组成的动态规划模型与非线性规划 ( 4.30 )、

(4.31)等价 .

4.3.6  系统可靠性问题

一个系统由若干部件串接组成 ,只要有一个部件出现故障 ,整
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个系统就不能正常工作 .为提高系统的可靠性 ,每个部件都装有备

用件 ,一旦原部件出现故障 ,备用件就自动进入系统 .显然 ,备用件

越多系统可靠性越大 ,但费用也越高 .所谓系统可靠性问题 ( sys-

tem reliability problem ) ,即在一定的总费用下如何配置各部件的

备件使系统可靠性最大 ,也是用动态规划求解的一类典型问题 .

例 4.3.6  由 n 个部件串接而成的系统 ,当部件 k 配置 uk 个

备用件时 ,这个部件正常工作的概率为 pk ( uk ) ,而每个备用件的

费用是 ck .试在总费用不超过 c的条件下决定各个部件备用件的

数量 ,使得系统正常工作的概率最大 .

解  因为系统正常工作的概率是各部件正常工作概率的乘

积 ,所以问题归结为

max
u

k

 ∏
n

k = 1

pn ( uk ) ; (4 .35)

s .t .  ∑
n

k = 1

ck uk ≤ c, uk 是正整数或零 .

直接求解这个非线性整数规划比较困难 ,可以转化为动态规划问

题 .

按照对 n 个部件配置备用件的次序划分阶段 k = 1 , 2 ,⋯ , n .

部件 k 配置备用件的数量为决策 uk ,根据容许费用的限制 ,为部

件 k 配置备件时所容许的费用为状态 x k ,于是状态转移方程为

xk + 1 = x k - ck uk . (4 .36)

阶段指标 vk 是部件 k正常工作的概率 pk ( uk ) ,而指标函数 Vk n应

是阶段指标的乘积形式 ,即

Vk n = ∏
n

j = k

pj ( uj ) .

  最优值函数 f k ( xk )定义为状态 xk 下由部件 k 到 n 组成的子

系统的最大正常工作概率 ,满足

f k ( x k ) = max
u

k
∈ U

k
( x

k
)
[ pk ( uk ) fk + 1 ( xk + 1 ) ] ,
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U k ( x k ) = uk | 0 ≤ uk ≤
x k

ck
,且为整数 ,

0 ≤ x k ≤ c, k = n ,⋯ , 2 , 1 . (4 .37)

终端条件为

fn + 1 ( xn + 1 ) = 1 . (4 .38)

这是因为在 (4.37)中 k = n 时应有

fn ( x n ) = max
u

n
∈ U

n
( x

n
)

pn ( un ) .

  利用 (4.36)～ ( 4.38 )计算出 f1 ( c) ,即为系统最大正常工作

概率 ,同时可得最优策略{ u
*
1 ,⋯ , u

*
n } .

4.3.7  任务均衡问题

一批任务由若干设备或机构完成 ,每一个设备或机构完成一

项任务的时间是不同的 ,如何向各个设备均衡地分配任务 ,使这批

任务能尽快地完成 .下面举例说明这类任务均衡问题 ( job balan-

cing problem)的动态规划模型 .

例 4.3.7  n 台不同的车床同时加工 m 个相同的零件 ,将车

床由 1 到 n 编号 ,已知在车床 k上加工一个零件的时间为 tk ( k =

1 , 2 ,⋯ , n) .如何给 n 台车床分配零件加工 ,使完工时间最短 .

解  设向车床 k 分配 uk 个零件 ,则车床 k 加工时间为 uk tk .

因为整个任务的完工时间由加工时间最长的那台机床决定 ,所以

完工时间为max
k

uk tk .于是这个问题的静态模型是

min
u

k

 max
1≤ k≤ n

uk tk ;

s .t . ∑
n

k = 1

uk = m , uk 为非负整数 . (4 .39)

  构造动态规划模型时以按顺序向各台车床分配任务划分阶段

k = 1 ,2 ,⋯ , n .决策 uk 即为车床 k 分配的零件数 ,而状态 x k 定义

为向车床 k 分配任务时分配者手中尚存的零件数 .于是状态转移
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规律为

x k+ 1 = xk - uk . (4 .40)

阶段指标显然是 vk ( x k , uk ) = uk tk .指标函数则为

Vk n ( x k , uk ,⋯ , x k + 1 ) = max
k≤ j≤ m

v j ( x j , uj ) .

最优值函数 f k ( xk )满足

fk ( x k ) = min
u

k
∈ U

k
( x

k
)
[ max( uk tk , f k+ 1 ( x k+ 1 ) ) ] ,

U k ( x k ) = { uk | uk = 0 ,1 ,⋯ , x k } ,

x k = 0 ,1 ,⋯ , m , k = n , n - 1 ,⋯ , 2 , 1 . (4 .41)

终端条件为

fn + 1 (0 ) = 0 . (4 .42)

  利用 ( 4.40 )～ ( 4.42 )递推计算至 f1 ( m ) , 得到最短完工时

间 ,再求出最优策略{ u
*
1 ,⋯ , u

*
n } .

4.3.8  排序问题

在几台机器上加工一批互不相同的零件 ,已知每个零件在每

台机器上加工时间 ,要安排一个加工次序使加工完全部零件所需

总时间最短 .当机器数目较大时这是一个非常复杂的组合优化问

题 ,下面只给出 2 台机器情况下排序问题 ( sequencing problem )的

动态规划模型 .

例 4.3.8  n 个零件要在机器 A , B上加工 ,每个零件都必须

先经过 A ,后经过 B两道工序 .零件 i在 A , B加工所需工时分别

记作 ai , bi ( i = 1 , 2 ,⋯ , n) .试安排各零件的加工次序使加工完 n

个零件所需总时间最短 .

解  首先 , n 个零件在 A 上的加工次序应该与在 B 上的加工

次序相同 ,因为否则 ,必然有零件在 A 加工完毕后 ,要等待其他零

件在 B 上加工完才能在 B 上加工 ,使 B 的等待加工时间变长 .这

样 , n 个零件在 A , B 上只有一个加工次序 .并且 ,零件在 A 上加
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工没有等待时间 ,为使总时间最短应尽量减少零件在 B 上的等待

时间 .

以在 A 上更换零件的时刻划分阶段 k = 1 , 2 ,⋯ , n ,在每一阶

段用 S 表示在 A 上等待加工的零件集合 .设 x 是 S 之前在 A 上

加工的最后一个零件 ,用 t表示从 x 在 A 上加工完到 x 在 B上加

工完所需的时间 .在每个阶段 k用 ( S , t )表示过程所处的状态 ,其

中集合 S 中零件的个数 | S | = n - k + 1 .

记 f ( S , t )为从状态 ( S , t )出发将 S 中零件按最优次序全部

加工完所需的时间 ; f ( S , t , i)为从 ( S , t )出发先加工 i再将 S 中

其余零件按最优次序全部加工完所需时间 ; f ( S , t , i , j )为从 ( S ,

t )出发相继加工 i , j后再将 S 中其余零件按最优次序全部加工完

所需时间 ,则它们满足

f ( S , t , i) = ai + f ( S \ i , z i ( t ) ) ,

zi ( t ) = max ( t - ai , 0) + bi .
(4 .43)

f ( S , t , i , j ) = ai + aj + f ( S \ ( i∩ j) , z i j ( t ) ) ,

zi j ( t ) = max ( zi ( t) - aj , 0) + bj .
(4 .44)

由此可以导出 ,当

zi j ( t ) ≤ zj i ( t ) (4 .45)

时必有

f ( S , t , i , j) ≤ f ( S , t , j , i) . (4 .46)

故 (4.45)是对于任意的 ( S , t)零件 i 应排在零件 j 前面加工的条

件 .

利用 z i j ( t )在 ( 4.44 ) , (4.43)中的定义 ,条件 ( 4.45)可以表示

为

min( ai , bj ) ≤ min( aj , bi ) . (4 .47)

这就是零件 i 应排在零件 j 前面的条件 .由此给出如下的最优排

序规则 :
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(1 ) 写出零件的加工时间矩阵

R =
a1 a2 ⋯ an

b1 b2 ⋯ bn

.

  (2 ) 找出 R 中的最小数 (如果最小数不止一个 , 可任选其

一 ) .若最小数为 ai ,则零件 i 排在加工次序的第一位 ;若最小数

为 bj ,则零件 j排在末一位 .

(3 ) 在 R 中去掉 ai 或 bj 所在的列 ,重复 (2 ) ,但注意应接着排

在第一位之后或末一位之前 .如此直至将所有零件排完 .

4.3.9  推销商问题

推销商问题 ( traveling salesman problem)是组合优化中的一个

著名问题 ,可以用动态规划方法求解 .

例 4.3.9  有 n 个城市 ,用 1 , 2 ,⋯ , n 表示 ,城 i , j之间的距

离为 di j .一个推销商从城 1 出发到其它每个城市去一次且只去一

次 ,最后回到城 1 .怎样选择行走路线使总路程最短 .

解  推销商要经过 n - 1 个城市 ,阶段变量记作 k = 1 , 2 ,⋯ ,

n - 1 .设在第 k段推销商到达城 i 并且途中经过的城市集合为 S ,

状态 xk 为 ( S , i ) ,决策 uk 为他前往的下一城市 j , 阶段指标为

di j ,最优值函数 f k ( S , i)为由城 1 出发经过 k 个城市的集合 S 到

达城 i的最短距离 ,满足

f k ( S , i ) = min
j∈ S

[ di j + f k - 1 ( S \ j , j) ] ,

S � Ni = {2 ,3 ,⋯ , i - 1 , i + 1 ,⋯ , n } , | S | = k ,

i = 2 , 3 ,⋯ , n , k = 1 , 2 ,⋯ , n - 1 . (4 .48)

式中 | S |表示 S 中城市的数量 .( 4.48)是动态规划前向算法的递

推方程 .始端条件为

f0 (� , i) = d1 i , i = 2 , 3 ,⋯ , n . (4 .49)

  利用 (4.49) , ( 4.48 )计算出 fn - 1 ( N , 1 ) , N = {2 , 3 ,⋯ , n } ,即
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为全程的最短距离 ,同时可以得到最优策略 ,即最优行走路线 .

4.3.10  线性系统的二次指标函数问题

线性系统中求控制函数使某个二次指标达到最大 (小 ) ,是最

优控制问题的最基本的形式 .对于离散线性系统 ,这是一个多阶段

决策过程 , 用动态规划方法求解十分方便 .二次指标函数问题

( quadratic objective function problem)的标准形式为 ,

min
u

1
, ⋯ , u

n

 ∑
n

k = 1

xT
k Qkxk + 2 xT

kSkuk + uT
k Rkuk + xT

n + 1 Qn + 1 xn + 1 ;

(4 .50)

s .t .  xk + 1 = Akxk + Bkuk , xk ∈ Xk ,

   k = 1 , 2 ,⋯ , n . (4 .51)

其中 xk 为 p 维状态变量 , uk 为 r 维控制变量 , Ak , Bk 为相应维数

的矩阵 , Rk 为正定阵 , Qk 为半正定阵 .对 uk 没有限制 .

以 xk 为动态规划模型的状态 , uk 为决策 , ( 4.51 )为状态转移

方程 ,阶段指标为

vk ( xk , uk ) = xT
k Qkxk + 2 xT

kSkuk + uT
k Rkuk . (4 .52)

最优值函数 f k ( xk )满足

f k ( xk ) = min
u

k

[ v k ( xk , uk ) + f k+ 1 ( xk+ 1 ) ] , k = n ,⋯ , 2 , 1 .

f n + 1 ( xn + 1 ) = xT
n + 1 Qn + 1 xn + 1 . (4 .53)

  将 ( 4.51 ) , ( 4.52)代入 ( 4.53 )可知 ,这是一个 uk 的二次函数

极值问题 ,可以用下述定理给出最优解的解析表达式 .

定理 4.3.10  对于线性系统的二次指标函数的最优控制问

题 (4.50) , ( 4.51 ) ,最优解为

u *k ( xk ) = - Lkxk , k = 1 , 2 ,⋯ , n;

Lk = ( Rk + BT
k Pk+ 1 Bk ) - 1 ( Sk + AT

k Pk + 1 Bk ) T ;

Pk = Qk + AT
k Pk + 1 Ak - ( Sk + AT

k Pk+ 1 Bk ) Lk ,
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Pn + 1 = 0,      k = 1 , 2 ,⋯ , n . (4 .54)

并且 (4.53)的最优值函数为

f k ( xk ) = xT
k Pkxk , k = 1 , 2 ,⋯ , n . (4 .55)

在最优控制函数序列{ u *1 ,⋯ , u *n }下 ,由 x1 出发的全过程最优指

标是 xT
1 P1 x1 ,最优轨线 { x *1 ,⋯ , x *n }由 u *k ( xk )和 ( 4.51 )确定 .

以上假定 u *k ( xk )∈ U k ( xk ) , x*k ∈ Xk .

定理 4.3.10 表明 ,最优控制 u *k ( xk )是状态 xk 的线性负反

馈 .

4.4  不定期和无限期决策过程

在 4.2 和 4.3 中多阶段决策过程的阶段数 n 固定 ,是定期决

策过程 .当 n 不固定时称为不定期决策过程 ( decision process of

unfixed step number) .当 n 趋向无穷时称为无限期决策过程 ( deci-

sion process of infinite step number) .用动态规划方法求解不定期

和无限期决策过程的优化问题时 ,用到的基本概念和原理与定期

过程是相同的 ,只是基本方程的形式有所不同 ,因而方程的解法也

不同 .下面先通过两个例子说明这两种过程的背景及其动态规划

模型 .

例 4.4.1  段数不定的最短路线问题

n 个点相互连接组成一个线路网 (右图中 n = 5) ,各点标号为

1 , 2 ,⋯ , n .任两点 i , j之间的距离 (或费用 )记作 di j (当 i , j不直

接相连时令 di j =∞ ) .求任意一点 i ( i = 1 , 2 ,⋯ , n - 1 )到点 n 的

最短路线 .

解  可以不考虑回路 ,因为含有回路的路线一定不是最短的 .

问题中路线的段数事先不固定 ,而是随着最优策略确定的 .这

里的状态、决策、状态转移、指标函数等都与 4.3.1 最短路线问题
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图  4.3

相同 ,但是它们都不再依赖于阶段

变量 k, 状态记作 x = i , i = 1 , 2 ,

⋯ , n ,决策记作 u ( i ) .策略是对于

任意状态 x 的决策函数 , 记作 u

( x) .阶段指标是任意两状态 i , j

间的距离 di j , 指标函数 V ( i , u

( x ) )是由状态 i 出发 , 在策略 u

( x)下到达状态 n 的路线的距离 ,

它是阶段指标之和 ,并满足可分离

性要求 ,有

V ( i , u( x ) ) = di j + V ( j, u ( x ) ) .

最优值函数 f ( i )为由 i出发到达 n 的最短距离 ,即

f ( i ) = min
u ( x )

V ( i, u ( x ) ) = V ( i , u
*

( x ) ) ,

式中 u
*

( x )是最优策略 ,类似于定理 4.2.3 . f ( i)满足基本方程

f ( i ) = min
1≤ j≤ n

[ di j + f ( j ) ] , i = 1 , 2 ,⋯ , n - 1 . (4 .56)

这是一个关于 f ( i)的函数方程 ,对固定的 i 使 ( 4.56 )右端 [ di j +

f ( j ) ]达到极小的 j即为最优决策 u
*

( i ) .对所有的 i求解 (4.56)

得到最优策略 u
*

( x ) .

例 4.4.2  无限期的负荷分配问题

在例 4.3.4 机器高、低负荷分配问题中 ,考察无限期即 n→∞

的情况 ,建立相应的动态规划模型 .

解  首先 ,从状态转移方程 x k + 1 = auk + b( xk - uk )和允许

决策集合 0≤ uk≤ x k 可知 ,从初始状态 x1 = m (开始时拥有的机

器台数 )出发经 n 年后 ,不论这 n 年的负荷分配方案如何 , 状态

xn + 1 ( n 年后完好的机器台数 )都满足

xn + 1 ≥ ma
n
  (0 < a < 1) ,

所以负荷分配可以无限期地进行下去 .
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其次 ,当阶段指标为 vk ( x k , uk ) =αuk +β( x k - uk )时 ,从初

始状态 x1 = m 转移至第 k 年 ,不论其分配方案如何 ,第 k 年的阶

段指标 v k 都满足

vk ( x k , uk ) ≤αx k ≤αmbk - 1 .

于是 n 年的指标函数

V1 n ( x1 , p1 n ) ≤αm∑
n

k = 1

b
k - 1
 ( 0 < b < 1)

是单调增有界的 , lim
n→∞

V1 n存在 .可以将此极限值定义为无限期决

策过程的指标函数 .相应地 ,最优值函数 f k ( x k )也定义为定期过

程最优值函数当 n→∞时的极限值 ,它满足与定期决策过程相同

的基本方程 .

对于无限期过程 ,不能用基本方程的递推形式进行计算 ,但是

因为允许决策集合

U ( x k ) = { uk | uk = 0 , 1 ,⋯ , x k } ,

状态转移方程

x k+ 1 = T ( x k , uk ) = auk + b( x k - uk ) ,

阶段指标

v( x k , uk ) = αuk + β( x k - uk ) ,

均与阶段变量 k 无关 ,并且可将 x k 记作 x , x∈ X = { x | 0 < x≤

m } ,故基本方程可以去掉所有的下标 k ,写作

f ( x ) = max
u∈ U ( x )

[ v( x , u) + f ( T ( x , u ) ) ] , (4 .57)

其中

v ( x , u) = αu +β( x - u ) ,

T ( x , u) = au + b( x - u) ,

U ( x) = { u | 0 ≤ u ≤ x } . (4 .58)

(4.57 ) , ( 4.58 )是 f ( x )的函数方程 , 对于 x∈ X 求出最优解

u
*

( x ) ,就是每个阶段在状态 x 下的最优负荷分配方案 .
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函数方程可以用迭代法求解 ,通常有以下两种迭代法 .

4.4.1  函数迭代法和策略迭代法

以例 4.4.1 的函数方程 ( 4.56)为例说明这两种迭代方法 .函

数迭代法 ( function iterative method)的具体步骤是 :

(1 ) 选初始函数 f1 ( i )为由 i一步到 n 的最短距离 ,即

f1 ( i ) =
din ,  i = 1 , 2 ,⋯ , n - 1 ,

0 ,  i = n .
(4 .59)

  (2 ) 按照迭代公式

f k ( i) =
min

1≤ j≤ n
[ di j + f k - 1 ( j ) ] , i = 1 ,2 ,⋯ , n - 1 ,

0 , i = n .

(4 .60)

求 f k ( i ) , k = 2 , 3 ,⋯ .

(3 ) 当计算至

fk + 1 ( i ) = f k ( i ) , i = 1 ,2 ,⋯ , n

时停止 . f k ( i) = f ( i )满足原来的函数方程 ( 4.56 ) , k 不会超过 n

- 1 .由此求得最优决策 u
*

( i ) .

这种迭代法的基本思想是 ,先求 1 段内由 i到 n 的最短路线 ,

再求 2 , 3 ,⋯段内由 i 到 n 的最短路线 .因为共 n 个点 ,所以全局

的最短路线必在 n - 1 段内产生 ,否则将出现回路 .可以表述为如

下定理 .

定理 4.4.3  由函数迭代法确定的函数序列 { f k ( i ) }单调非

增地收敛于 f ( i ) , f ( i )满足基本方程 f ( i ) = min
1≤ j≤ n

[ di j + f ( j ) ] ,

且迭代步数 k 不超过 n - 1 .

策略迭代法 ( policy iterative method)的步骤是 :

(1 ) 选一条没有回路的初始策略 u1 ( i) , i = 1 , 2 ,⋯ , n - 1 ,表

示由 i 出发到达的下一点 j , j = u1 ( i) .
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(2 ) 令 k = 1 解代数方程组

f k ( i ) =
di , u

k
( i ) + f k ( uk ( i ) ) , i = 1 , 2 ,⋯ , n - 1 ,

0 , i = n .

(4 .61)

求出 f k ( i ) .

(3 ) 由 f k ( i)计算策略

uk + 1 ( i ) = ( j | min
1≤ j≤ n

[ di j + f k ( j ) ] ) , i = 1 ,2 ,⋯ , n - 1 .

(4 .62)

  (4 ) 若

uk+ 1 ( i ) = uk ( i) , i = 1 ,2 ,⋯ , n - 1 ,

则迭代停止 ,最优策略 u
*

( i ) = uk ( i ) ;否则以 k + 1 代替 k重复

(2 ) , (3 ) .

这种方法的基本思想是对于初始的及每步得到的策略求解函

数方程 ,然后按照优化的方向改进策略 ,直至收敛 .这时函数序列

{ f k ( i ) }也收敛于 (4.56)的 f ( i) ,有以下定理 .

定理4.4.4  若初始策略 u1 ( i )没有回路 ,则由策略迭代法确

定的 { uk ( i ) }也没有回路 , 且 { f k ( i ) }单调非增地收敛于 f ( i ) , f

( i )满足基本方程 f ( i ) = min
1≤ j≤ n

[ di j + f ( j ) ] .

在策略迭代法的每次迭代中有求值 f k ( x )和改进策略 uk ( x )

两部分 .求值时要解一个未知数个数等于状态取值数目的代数方

程组 ,当状态取值数目较大时计算量很大 ,所以就每次迭代而言策

略迭代法比函数迭代法复杂 .但是它所需的迭代次数往往比较少 ,

特别是对有一定知识和经验的实际问题 ,可以选取一个较好的初

始策略 ,收敛会很快 .相比之下 ,用知识和经验选择初始函数则比

较困难 .

4.4.2  不定期平稳决策过程和平稳策略

例 4.4.1 和 4.4.2 的共同特点是在多阶段决策过程中允许决
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策集合、状态转移规律、阶段指标等与阶段变量 k 无关 ,从而基本

方程成为函数方程 ,称这样的过程是平稳的 .

定义 4.4.5  满足以下条件的多阶段决策过程称为平稳过程

( stationary process) ,相应的策略称为平稳策略 ( stationary policy) :

(1 ) 允许决策集合 U k ( x )与 k无关 ,于是可记作 U ( x ) , x∈

X 为状态变量 ;

(2 ) 状态转移 Tk 与 k无关 ,于是可写作

x′= T ( x , u) , (4 .63)

x , u 为当前阶段的状态和决策 , x′为下一阶段的状态 ;

(3 ) 阶段指标 v k 与 k无关 ,可记作 v( x , u ) .

不定期平稳过程的阶段变量 k 视为任意的正整数 .所谓不定

期通常是给定状态的某一集合 Xn , 称终止集合 , 当过程从 k = 1

的某状态 x1 出发按 ( 4.63 )转移时 ,一旦对于某个 k = n 使得第 n

段的状态 xn∈ Xn ,过程即告终结 .而优化问题是求最优决策序列 ,

使指标函数 V1 n达到最小 (大 ) .与最优策略相对应的 n 称最优历

程 .

如果决策序列 p1 n = { u1 ( x1 ) , ⋯ , un ( xn ) }中 uk 与 k 无关 ,

称为平稳的 ,可用一个函数 u( x )表示 .平稳过程的最优策略一定

是平稳策略 ,记作 p *1 n = u * ( x ) .

不定期平稳过程的最优值函数 f ( x )定义为

f ( x ) = opt
n≥ 1 , p

1 n
∈ U ( x )

V1 n ( x , p1 n ) . (4 .64)

  与定期决策过程的定理 4.2.1～4.2.3 相对应 ,不定期平稳过

程也有最优策略 p
*

1 n的一组充要条件 .下面只给出最优值函数

f ( x )的基本方程 .

定理 4.4.6  由 ( 4.64 )定义的 f ( x )满足函数方程

f ( x ) = opt
u∈ U ( x )

[ v ( x , u) + f ( T ( x , u ) ) ] , x ∈ X .

过程终止条件为

·782·



f ( x ) = φ( x ) , x ∈ Xn  (φ是已知函数 ) .

  当最优解 (4.64)存在且定理 4.4.6 函数方程的解 f ( x )唯一

时 ,它就是最优值函数 ,相应的 u
*

( x )就是最优策略 .可以用函数

迭代法或策略迭代法解这个函数方程 .

函数迭代法的步骤是 :

(1 ) 选初始函数 f0 ( x ) (一般取 f0 ( x ) = 0) .

(2 ) 用迭代公式

f k ( x ) = opt
u∈ U ( x )

[ v( x , u ) + f k - 1 ( T ( x , u ) ) ] , x ∈ X ,

及 f k ( x ) =φ( x ) , x∈ Xn 计算 f k ( x ) , k = 1 ,2 ,⋯ .

(3 ) 当

f k + 1 ( x ) = f k ( x ) , x ∈ X ,

或

f k + 1 ( x ) - f k ( x )
f k ( x )

< ε, x ∈ X  (ε是事先给定的数 )

时迭代停止 .最优值函数 f ( x ) = f k ( x ) ,最优策略 u
*

( x ) = uk

( x ) .

策略迭代法的步骤是 :

(1 ) 选初始策略 u1 ( x ) ,令 k = 1 .

(2 ) 用 uk ( x )求解 f k ( x ) ,

f k ( x ) = v( x , uk ( x ) ) + f k ( T ( x , uk ( x ) ) ) , x ∈ X .

f k ( x ) =φ( x ) , x ∈ Xn .

  (3 ) 用 f k ( x )求改进策略 uk + 1 ( x ) ,

uk+ 1 ( x ) = ( u | opt
u∈ U ( x )

[ v( x , u) + f k ( T ( x , u ) ) ] ) .

  (4 ) 当

uk + 1 ( x ) = uk ( x ) , x ∈ X ,

或

f k + 1 ( x ) - f k ( x )
f k ( x )

< ε, x ∈ X
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时迭代停止 , 最优值函数 f ( x ) = f k ( x ) ,最优策略 u
*

( x ) = uk

( x ) ;否则以 k + 1 代替 k重复 (2 ) , (3 ) .

函数迭代法和策略迭代法中 ,序列{ f k ( x ) }和{ uk ( x ) }的收敛

性在相当广泛的条件下是可以保证的 ,一般说来它与 U ( x ) , T

( x , u ) , v ( x , u ) , Xn 等的具体形式有关 .

4.4.3  无限期平稳过程

一个 n 段决策过程要在 n→∞时有意义 ,即可以定义无限期

过程 ,必须满足条件 :

(1 ) 对于初始状态 x1 当允许决策集合 U1 ( x1 )≠�时 ,存在

决策序列 { u1 ( x1 ) , u2 ( x2 ) , ⋯ } , 使对于任意 k, 允许决策集合

U k ( x k )≠� ,且状态转移方程 x k + 1 = T k ( x k , uk )有定义 .

(2 ) 指标函数 V1 n对于任意的 n 有定义 ,且 lim
n→∞

V1 n存在 ,记

作 V .

优化问题可定义为求最优策略 p * 使

V ( x , p
*

) = opt
p∈ P

V ( x , p) ,

x 是初始状态 , P是允许策略集合 .

从应用角度只有无限期平稳过程才是有意义的 .若指标函数

是阶段指标之和 ,则

V ( x , p ( x) ) = v( x , u ) + V ( T ( x , u ) , p( T ( x , u ) ) ) ,

其中 p( x )是平稳策略 ,即 p( x ) = u ( x) .

引入无限期平稳过程的最优值函数

f ( x ) = opt
p∈ P

V ( x , p( x ) ) , (4 .65)

f ( x )的基本方程由下述定理给出 .

定理 4.4.7  ( 4.65 )定义的 f ( x )满足函数方程

f ( x ) = opt
u∈ U ( x )

[ v ( x , u) + f ( T ( x , u ) ) ] , x ∈ X .

  当最优解 (4.65 )存在且该函数方程有唯一解 f ( x )时 ,它就
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是最优值函数 ,相应的 u
*

( x )为最优策略 .

无限期平稳过程的基本方程与不定期平稳过程在形式上是一

样的 ,所以可以用函数迭代法或策略迭代法按照类似于例 4.4.2

中步骤求解 .

无限期平稳过程可以用段数 n 充分大的定期过程逼近 ,函数

迭代法中 fn ( x )可选择为 n 段的定期过程的最优值函数 .反之 ,

段数 n 很大的定期过程也可以视作无限期平稳过程 ,用求解函数

方程代替计算递推方程 .

4.5  随机性多阶段决策过程

在确定性决策过程中对于给定的初始状态和决策序列 ,按照

状态转移方程得到的状态序列构成一条确定的轨线 ,在这条轨线

上定义的指标函数是确定的数值 .随机性决策过程与确定性决策

过程的区别在于 : 第一 ,过程演变时随机因素的存在使得状态转

移是以转移概率形式确定的 ,即使给定初始状态和初始决策 ,下一

阶段的状态也不能确定 ,不能构成确定的轨线 ,最优策略应从每个

阶段所有状态的决策函数集合中寻求 .第二 ,确定性过程中的指标

函数已没有意义 ,随机性过程的指标函数应取它对于转移概率分

布的期望值 .

4.5.1  基本方程

随机性决策过程中最基本也是应用最广的是所谓独立干扰过

程 ( indepedently distrubed process) ,即状态转移方程为

xk + 1 = Tk ( x k , uk , w k ) , (4 .66)

其中 x k∈ Xk , uk ( xk )∈ U k ( xk ) , k = 1 , 2 ,⋯ , n .定义同确定性过

程 , w k∈ W k 为第 k段的随机干扰 ,由概率分布 Pk ( wk | xk , uk )表

示其统计规律 , Wk 是随机干扰集合 .特别地 ,假定随机变量 wk 对
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于不同的 k相互独立 .

对于独立干扰过程 , 由概率分布 Pk ( wk | xk , uk ) 和方程

(4.66)可以确定状态转移概率 ,记作 Pk ( x k + 1 | x k , uk ) ,表示由 x k

出发在决策 uk 下转移到 x k + 1的条件概率 .

原来的阶段指标 vk 与 w k 有关 ,记作 vk ( x k , uk , w k ) ,仍设指

标函数为阶段指标之和的形式 ,则随机性过程的指标函数定义为

V 1 n ( x1 , p1 n ) C E{ w
1

,⋯ , w
n

} ∑
n

k = 1

vk ( xk , uk , w k ) , (4 .67)

式中 E表示数学期望 , p1 n = { u1 ( x1 ) ,⋯ , u n ( xn ) } ,这里 uk ( xk )

是第 k 段所有可能状态 x k 的决策函数 .

类似地定义后部子过程的指标函数 Vk n ( x k , pkn ) .最优值函

数为

f k ( xk ) = opt
p

kn
∈ P

kn
( x

k
)

Vk n ( x k , pk n ) . (4 .68)

  与确定性过程 (定理 4.2.3 )对应 ,随机性过程有以下定理 .

定理 4.5.1  { f k ( x k ) }是最优值函数序列和 { u
*
k ( x k ) }是最

优决策序列的充要条件是它们满足

f k ( x k ) = opt
u

k
∈ U

k
( x )

[ Ew
k
( v k ( x k , uk , wk ) + f k+ 1 ( x k+ 1 ) ) ] ,

k = n , n - 1 ,⋯ , 2 , 1 ,

f n + 1 ( xn + 1 ) = φ( xn + 1 )  (φ为已知函数 ) ,

其中 x k + 1由转移方程 (4.66)给出 .

由于状态转移的无后效性独立干扰过程是一类 Markov决策

过程 ( Markov decision process ) .当随机变量 w k 不具有相互独立

性时 ,可以用扩充状态变量的方法化为独立干扰过程 .

4.5.2  几个典型问题

例 4.5.2  随机存储问题

重新考察例 4.3.1 .第 k周需求量 w k 为随机变量 ,概率分布
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Pk ( w k )已知 ,且 w k ( k = 1 , 2 ,⋯ , n )相互独立 ,其他条件不变 .建

立随机性动态规划模型 ,求最优策略使 n 周的总期望费用最小 ,

并在 Pk ( wk )与 k无关 (即同分布 )的情况下讨论最优解的形式 .

解  状态 x k 为周初存储量 ,决策 uk 为订货量 ,在需求 wk 下

状态转移方程为

x k+ 1 = xk + uk - wk . (4 .69)

v k 可表示为

vk ( x k , uk , w k ) = ( a + buk )δ( uk ) + c1 max ( x k + uk - w k , 0 )

+ c2 max( wk - x k - uk , 0) , (4 .70)

其中

δ( uk ) =
1 ,   uk ≠ 0 ,

0 ,   uk = 0 .

按照定理 4.5.1 最优值函数 f k ( xk )满足

f k ( x k ) = min
u

k
∈ U

k
( x

k
)
[ Ew

k
v k ( x k , uk , wk ) + Ew

k
f k+ 1 ( x k+ 1 ) ] ,

U k ( xk ) = { uk | 0 ≤ uk ≤ m1 - x k } , k = n ,⋯ , 2 , 1 ,(4 .71)

fn + 1 ( xn + 1 ) = φ( xn + 1 ) . (4 .72)

m1 是最大允许存储量 ,φ表示剩余库存的价值 .

(4.71) , ( 4.72 )即这个问题的动态规划模型 ,当 wk 的概率分

布 Pk ( w k )给定后 ,可以递推地求出最优值函数序列{ f k ( x k ) }和最

优决策序列{ u
*
k ( xk ) } .

下面设 Pk ( wk )同分布 ,且为简单起见设 φ( xn + 1 ) = 0 .由固

定订货费 a等于零和不等于零分两种情况 :

(1 ) a = 0 ,由 ( 4.70 )～ ( 4.72 )可得

f k ( x k ) = min
u

k
∈ U

k
( x

k
)
[ byk + L ( yk ) + Ew fk + 1 ( yk - wk ) ] - bx k ,

L ( y ) = c1 Ew max( y - w ,0 ) + c2 Ew max( w - y , 0) ,

yk = x k + uk ,
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fn + 1 ( xn + 1 ) = 0 . (4 .73)

可以证明最优策略为

u
*
k ( xk ) =

Sk - x k ,  xk < Sk ,

0 ,   x k ≥ Sk ,
(4 .74)

其中 Sk 是函数

Gk ( y ) = by + L ( y) + Ew f k+ 1 ( y - w ) (4 .75)

的极小值点 .

(4.74)表明 ,最优策略由序列 { Sk }给出 , 当第 k 周初的存储

量 x k 小于 Sk 时 ,则订货 ,并使存储量达到 Sk ;否则就不订货 ,这里

假定 Sk≤ m1 .

(2 ) a≠0 .可以证明在 (4.75 )定义的 Gk ( y )为 K-凸函数 ( K

= a)的条件下最优策略为

u
*
k ( xk ) =

Sk - x k , xk < sk ,

0 ,   x k ≥ sk

(4 .76)

其中 Sk 定义同上 ,而 sk 是使

Gk ( y) = a + Gk ( Sk ) (4 .77)

成立的 y 的最小值 .

函数 G( x)称为 K-凸的 ( K > 0) ,如果对于任意的正数α,β

有

K + G( x +α) - G( x ) -
α
β

[ G( x) - G( x - β) ] ≥ 0 .

(4 .78)

  (4.77)表明 ,最优策略由两个序列{ sk }和{ Sk }给出 ,当 x k < sk

时则订货 ,并使存储量达到 Sk ;否则不订货 .这种策略称为 ( s , S)

型策略 .

例 4.5.3  随机损坏下的设备更新问题

重新考察例 4.3.2 .考虑一个设备损坏、必须更新的随机因
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素 ,确定性决策过程就变成随机性的 .设一台年初年龄为 t的设备

在年末损坏的概率为 p( t ) ,如果损坏 ,更新的净费用为 q1 ( t ) (新

设备的购价扣除坏设备的回收 ) .其它条件不变 .建立动态规划模

型 ,求最优策略使 n 年的总期望收入最大 .

解  参照例 4.3.2 中的基本方程 (4.22) ,注意到阶段指标 vk

与随机因素无关 ,即 Ew
k
vk = vk ,而 Ew

k
Jk + 1 ( xk + 1 )可以根据概率

p ( t )计算 ,最优值函数 f k ( t )的基本方程为

fk ( t )

= max

r (0 ) - d (0 ) - q( t ) + p (0 ) [ - q1 (1 ) + f k + 1 (0 ) ]

 + [ 1 - p (0 ) ] f k + 1 ( 1) , uk = R

r ( t ) - d ( t ) + p ( t ) [ - q1 ( t + 1) + f k + 1 ( 0) ]

 + [ 1 - p ( t ) ] f k + 1 ( t + 1 ) , uk = K

,

    k = n - 1 ,⋯ , 1 . (4 .79)

  为了写出终端条件 ,设第 n 年末年龄为 t 的好设备的回收为

φ( t ) ,坏设备的回收为φ1 ( t ) ,则

f n ( t )

= max
r( 0) - d (0 ) - q( t ) + p( 0)φ1 ( 1) + [1 - p( 0) ]φ(1 )

r( t ) - d ( t ) + p ( t )φ1 ( t + 1) + [ 1 - p( t ) ]φ( t + 1)
.

(4 .80)

  按照 (4.80) , ( 4.79 )递推至 f1 ( s)可以求出最优策略 .

例 4.5.4  水电站水库调度问题

水电站水库调度是指根据观测资料和一定的规律决定通过发

电机的水流流量 ,使发电量尽可能大 .发电量与流量和水位的乘积

成正比 ,水位取决于水库蓄水量 ,蓄水量又取决于入库径流 ,径流

与雨量有关 ,可以看作以年为周期的随机过程 .若将一年划分为若

干阶段 (如每旬或每月为一阶段 ) ,各阶段径流的概率分布可以由

统计资料得到 ,那么水库调度通常是根据每阶段初的水位 (可以换
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算成库容量 )和径流的概率分布 ,决定本阶段的流量 ,使电站在尽

可能高的水位上运行 ,达到年发电量的期望值最大的目的 .试建立

动态规划模型寻求最优调度方案 .

解  假定入库径流具有最简单的性质 :各阶段径流相互独立 ,

第 k 段径流 wk 的概率分布为 Pk ( w k ) , k = 1 , 2 ,⋯ , n(一年分成 n

个阶段 ) .实际上 ,只要适当地划分时段 ,大体上可以满足这种独立

性 .

取第 k 段水库蓄水量为状态 x k ,泄放的发电流量为决策 uk ,

则状态转移方程为

x k+ 1 = xk + wk - uk , (4 .81)

第 k 段的发电量与该段平均水位和流量 uk 的乘积成正比 ,平均水

位取决于 x k 和 x k + 1 , x k + 1由 (4.81)给出 ,所以第 k段发电量可以

记作 v( x k , uk , wk ) .

最优值函数 f k ( x k )定义为从第 k段状态 x k 出发到年末的最

大期望发电量 ,满足方程

f k ( x k ) = max
u

k
∈ U ( x

k
)

Ew
k
[ v( xk , uk , w k ) + f k + 1 ( x k+ 1 ) ]

= max
u

k
∈ U ( x

k
)∑

w
k

Pk ( w k ) [ v ( xk , uk , w k ) + f k + 1 ( x k+ 1 ) ] ,

k = n ,⋯ , 2 , 1 . (4 .82)

U( x k )由具体情况确定 .

水电站是多年运行 ,最优调度要使多年平均的年期望发电量

最大 .因为径流是以年为周期的随机过程 ,故对于不同的年而言 ,

决策过程是平稳的 ,可以用函数迭代法求解 ,按下式计算 :

f
( i )
k ( x k ) = max

u
k
∈ U ( x

k
)
∑

w
k

Pk ( w k ) v ( x k , uk , w k ) + f
( i )
k+ 1 ( x k+ 1 ) ,

k = n ,⋯ , 2 , 1 ,   i = 1 , 2 ,⋯ .

f
( 1 )
n + 1 ( xn + 1 ) = 0 . (4 .83)

如记
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g
( i )

( x1 ) = f
( i)
1 ( x1 ) - f

( i - 1 )
1 ( x1 ) ,

g
( i )
1 = min

x
1

g
( i )

( x1 ) ,

g
( i )
2 = max

x
1

g
( i )

( x1 ) ,

可以证明随着 i 的增加 , g
( i)
1 和 g

( i )
2 将分别单调增和单调减地收

敛于最大的多年平均年期望发电量 .

例 4.5.5  独立干扰线性系统的二次指标函数问题

在定理 4.3.10 确定性线性系统二次指标函数问题中考虑独

立干扰因素 ,状态转移方程为

xk + 1 = Axk + Buk + wk , (4 .84)

wk 为相互独立的随机变量 ,给定概率分布且具有零均值和有限方

差 .其它条件不变 ,求下列二次指标函数的极小值问题 .

min
u

1
,⋯ , u

n

E∑
n

k = 1

( xT
k Qkxk + 2 xT

kSkuk + uT
k Rkuk ) + xT

n + 1 Qn + 1 xn + 1 .

(4 .85)

  最优值函数 f k ( x)满足

f k ( xk ) = min
u

k

Ew
k
[ vk ( xk , uk ) + f k + 1 ( xk + 1 ) ] , k = n ,⋯ ,2 ,1 .

fn + 1 ( xn + 1 ) = xT
n + 1 Qn + 1 xn + 1 . (4 .86)

其中

v k ( xk , uk ) = xT
k Qkxk + 2 xT

kSkuk + uT
k Rkuk .

  可以证明 ,最优控制函数为

u
*
k ( xk ) = - Lkxk ,

Lk = ( Rk + BT
k Pk+ 1 Bk )

- 1
( Sk + AT

k Pk + 1 Bk )
T

,

Pk = Qk + AT
k Pk + 1 Ak - ( Sk + AT

k Pk+ 1 Bk ) Lk ,

Pn + 1 = 0,         k = 1 , 2 ,⋯ , n . (4 .87)

最优值函数为
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f k ( xk ) = xT
k Pkxk +∑

n

j = k

E( wT
j Pj + 1 wj ) . (4 .88)

  比较 (4.87)与 ( 4.54 )可知其形式全然相同 .由此得到重要结

论 : 随机性过程的结果与确定性过程相同 ,只要在随机性过程中

以 Ew代替w,就可以化为确定性过程 .这个结论称确定性等价原

理 .

4.6  确定性连续决策过程

时间连续的决策过程优化问题通常称为最优控制 .问题的典

型提法是

min
u( t )
 ∫

T

0
g( x( t ) , u( t )

*
, t) d t + h( x(τ) ,τ) ;

s .t . �x = f ( x( t) , u( t ) , t ) ,

   x(0 ) = x0 , x( t ) ∈ X , u( t ) ∈ U . (4 .89)

其中 x( t )是 n 维状态函数 , u( t )是 r 维策略函数 , f 是相应维数

的向量函数 , g和 h是标量函数 .

用动态规划方法求解 (4.89) ,定义最优值函数 J( x( t ) , t )为

由时刻 t的状态 x( t)出发至终点 T 的目标函数的最优值 ,即

J( x( t ) , t ) = min
u(τ)∫

T

t
g( x(τ) , u(τ) ,τ)dτ+ h ( x( T ) , T )

(4 .90)

将连续过程离散化 ,利用动态规划基本方程 , 并对最优值函数作

Taylor 展开 ,再令时间间隔趋于零 ,可以得到 J( x( t ) , t )满足的方

程 ,有以下定理 .

定理 4.6.1  设 (4.89 )的 g , f 连续可微 ,最优值函数 J二次

可微 ,则 J( x( t ) , t )满足 Hamilton-Jacobi-Bellman 方程 (简称 HJB

方程 )
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-
�J
� t

= min
u( t )

g( x( t ) , u( t ) , t ) +
�J
�x

T

f( x( t ) , u( t ) , t ) .

(4 .91)

边界条件是

J( x( T ) , T ) = h( x( T ) , T ) , (4 .92)

方程的解 u( t)为最优控制函数 .

  若记

H( x( t ) , u( t ) ,λ( t ) , t )

= g( x( t ) , u( t ) , t ) + λ
T

( t ) f ( x( t ) , u( t ) , t ) , (4 .93)

λ( t ) =
�J
�x( x( t ) , t ) . (4 .94)

HJB 方程可记作

-
�J
� t

= min
u( t )

H( x( t ) , u( t ) ,λ( t) , t ) , (4 .95)

H称 Hamilton 函数 .

线性系统二次指标函数的最优控制问题 ( 4.89 )中的 g , f , h

分别为

g( x( t ) , u( t ) , t ) = x( t ) Q( t) x( t ) + 2 xT ( t ) S( t ) u( t)

+ uT
( t) R ( t ) u( t) ,

f( x( t ) , u( t ) , t ) = A( t ) x( t ) + B( t ) u( t ) ,

h( x( T ) , T ) = xT ( T ) Lx( T ) .

(4 .96)

其中 R ( t )为正定阵 , Q( t) , L 为半正定阵 .

定理 4.6.2  线性系统二次指标函数最优控制问题 ( 4.89 ) ,

(4.96)的最优解为

u * ( x, t ) = - R - 1
( t ) [ S( t ) + P( t ) B( t ) ]

T x( t) , (4 .97)

�P( t) = - Q( t ) - AT
( t ) P( t ) - P( t ) A ( t )

   + [ S( t ) + P( t) B( t ) ]
T R - 1

( t ) [ S( t ) + P( t) B( t ) ] ,
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(4 .98)

P( T ) = L .

最优值函数为

J( x( t ) , t ) = xT
( t ) P( t ) x( t ) .

  (4 .98)是 Riccati微分方程 .对于定常系统 ( A, B为常数阵 ) ,

并且指标函数中 Q, S, R 也为常阵时 (终端条件应去掉 ) .上述

Riccati微分方程化为 Riccati 代数方程 , 其解 P 也是常数阵 .

(4.97)表明 ,最优控制函数是状态的线性负反馈 .

4.7  计算方法的改进

用动态规划模型可以求出全局最优解 ,是以在每个阶段对每

个状态和每个决策用枚举法进行计算和比较作为代价的 .于是当

状态变量的维数变大时存在着维数灾这一严重的缺点 ,目前尚没

有克服这个困难的一般方法 .下面给出几种改进算法可供选用 .

4.7.1  最优值函数近似法

用一维状态变量情形说明这种算法的基本思想 .

对于每个阶段 k ,若状态 x 有 m 个取值 ,则在基本方程递推

过程中要计算并储存最优值函数 f k ( x )的 m 个数值 , m 一般较

大 .如果函数 f k 比较光滑 ,可以用一个低阶多项式近似 ,那么只要

根据 f k ( x )的若干个数值 (个数比 m 小得多 ) ,确定出多项式的系

数并储存下来 ,就可以为下一阶段 ( k - 1 )计算最优值函数 f k - 1

( x )提供所要求的 f k ( x )的数值 .

可以采用以下几种近似方法 .

(1 ) 正交多项式近似

1) 一维情形

[ - 1 ,1 ]区间上的 Legendre多项式 (下称 L 多项式 ) {φi ( x ) }
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满足递推关系

φi + 1 ( x ) =
2 i + 1

i + 1
xφi ( x ) -

i
i + 1
φi - 1 ( x ) , i = 1 , 2 ,⋯ ,

φ0 ( x ) = 1 ,φ1 ( x ) = x .

及正交性质

∫
1

- 1
φi ( x )φj ( x ) d x =

2
2 i + 1

,  i = j,

0 ,   i ≠ j .

  任何连续平方可积函数 f ( x )可以表为

f ( x ) = ∑
∞

i = 0

aiφi ( x ) ,

ai =
2 i + 1

2∫
1

- 1
f ( x )φi ( x ) d x .

有限和∑
r

i = 0

aiφi ( x ) 是 f ( x )在 [ - 1 , 1 ]上 r 次多项式的最小平方

近似 ,而 ai 可以利用 L 多项式的性质以求和代替积分近似地计算

ai =
2 i + 1

2 ∑
l

j = 1

λj f (μj )φi (μj ) ,

λj =
2 (1 - μ

2
j )

( l + 1 )2φ2
l + 1 (μj )

,

其中μj 是φl ( x ) = 0 的第 j个根 , l 事先选定 .

在最优值函数的递推计算中 ,先用变量代换将状态 x 的变化

范围转化到[ - 1 , 1]上 .设 f k + 1 ( x )用 L 多项式的 r 次近似表示为

fk + 1 ( x ) = ∑
r

i = 0

a
( k + 1 )
i φi ( x ) , (4 .99)

其中 a( k + 1 )
i 已经确定 ,则 f k ( x )的 L多项式 r 次近似

f k ( x ) = ∑
r

i = 0

a
( k )
i φi ( x ) ( 4 .100)

中的系数 a( k )
i 可以由
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a
( k )
i =

2 i + 1
2 ∑

l

j = 1

λj f k (μj )φi (μj ) ,

fk (μj ) = opt
u

k

v k (μj , uk ) +∑
r

i = 0

a
( k + 1 )
i φi ( T k (μj , uk ) )  ( 4 .101)

递推地算出 .在选定 r , l 以后 ,μj ,λj 和φi (μj )都可以事先算好作

为已知数据输入 .

2) n 维情形

n 元函数 f ( x1 ,⋯ , xn )的 L 多项式的 r 次近似为

f ( x1 ,⋯ , xn ) =∑
r

i = 0

ai∏
n

s = 1

φp ( i , s ) ( xs ) ,

其中∏
n

s = 1

φp ( i , s ) ( xs ) 是 n个变元的所有 L多项式的乘积 ,只要其积

的次数不超过 r ,即对于每个 i ,∑
n

s = 1

p ( i , s) ≤ r .与一维情形类

似 , ai 可以近似地计算

ai = αi∑
l

j
1

= 1

⋯∑
l

j
n

= 1

λj
1
⋯λj

n
f (μj

1
,⋯ ,μj

n
)∏

n

s = 1

φp ( i , s) (μj
s
) ,

μj
s
是φl ( xs ) = 0( 1≤ s≤ n )的第 js 个根 ,λj

s
是由μj

s
和φl 确定的固

定数值 ,αi 是由 i确定的规格化常数 .

利用这种近似完全可以将最优值函数中系数 a( k )
i 的递推公

式 (4.99)～ (4.101 )推广到 n 维情形 .

(2 ) 多项式回归

如果选定用 r 次多项式近似最优值函数 f k ( x ) ,取状态 x 的

p 个值计算最优值函数 f k ( x j ) , j = 1 , 2 ,⋯ , p , pm r .然后用最小

二乘法使∑
p

j = 1

f k ( x j ) - ( a0 + a1 x j + ⋯ + ar x
r
j )

2
达到最小 ,确

定出系数 a0 , a1 ,⋯ , ar ,则多项式 a0 + a1 x + ⋯ + ar x
r
可以作为

最优值函数 f k ( x )的近似表达式供递推计算之用 ,而只需储存 r +
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1 个系数 .

(3 ) 分段近似

根据经验或粗略计算判断 ,最优值函数不光滑、甚至不连续

时 ,可以按照具体情况将 x 的变化范围分为若干个区间 ,在每个

区间上用较低阶的多项式近似 .具体方法可以参考 ( 1 ) , ( 2 ) ,或者

用样条函数 ( spline function)拟合 .

(2 ) , (3 )都能推广到多维的情形 .

4.7.2  Lagrange乘子法

这种方法用于将高维问题降低维数 .下面以例 4.3.5 给出的

两种资源分配问题为例 ,说明用 Lagrange乘子将二维问题化为一

维问题求解的方法 .

这个问题的静态模型 (例 4.3.5 )在引入乘子λ后 ,可以写作

max
u

k
, v

k

 ∑
n

k = 1

gk ( uk , vk ) - λ∑
n

k = 1

v k ;

s .t .   ∑
n

k = 1

uk = m1 .

( 4 .102)

构造动态规划模型时将λ视为参数 ,定义阶段指标

珘gk ( uk ,λ) = max
v

k

[ gk ( uk , v k ) - λv k ] . ( 4 .103)

于是状态 x k 和决策 uk 均降为一维变量 ,状态转移方程为

x k+ 1 = xk - uk . ( 4 .104)

最优值函数 f k ( xk ,λ)满足

f k ( x k ,λ) = max
v

k

[珘gk ( uk ,λ) + f k + 1 ( x k + 1 ) ] , k = n ,⋯ , 2 , 1 .

fn + 1 (0 ,λ) = 0 . ( 4 .105)

  具体计算步骤是

(1 ) 任给λ≥0 .
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(2 ) 解一维动态规划 ( 4.103 )～ ( 4.104 ) ,计算至 f1 ( m1 ,λ) ,

设得到 r 个最优策略 ,记作 { u
( i )
1 (λ) , u

( i )
2 (λ) ,⋯ , u

( i)
n (λ) } , i =

1 , 2 ,⋯ , r .与 u
( i )
k (λ)相应的由 (4.103 )确定的 vk 的最优解记作

{ v
( i )
1 (λ) , v

( i )
2 (λ) ,⋯ , v

( i )
n (λ) } , i = 1 ,2 ,⋯ , r .

(3 ) 若存在 i使

∑
n

k = 1

v
( i )
k (λ) = m2 , ( 4 .106)

则{ u( i)
k }和{ v( i )

k }为原问题的最优解 .否则计算

F(λ) = min
i
∑

n

k = 1

v
( i )
k (λ) ,  

G(λ) = max
i
∑

n

k = 1

v
( i )
k (λ) .

  (4 ) 若 F(λ) > m2 则增加λ,转 ( 2) ;若 G(λ) < m2 则减少λ,

转 (2 ) .

(5 ) 若 F(λ) < m2 < G(λ) ,则将原问题的 uk 与 vk 对换 ( m1

与 m2 也对换 ) ,重新回到 ( 1 ) .若仍然有 F(λ) < m1 < G (λ) , 则

Lagrange乘子法失效 .

上述步骤的正确性由以下定理保证 .

定理 4.7.1  若{ uk (λ) , v k (λ) }是 ( 4.102 )的最优解 ,则它也

是原问题 (4.30)、( 4.31 )的最优解 ,只是 ( 4.31 )中的∑
n

k = 1

vk = m2

代之以∑
n

k = 1

vk = ∑
n

k = 1

vk (λ) .

定理 4.7.2  若 λ1 >λ2 ,则 G(λ1 )≤ F(λ2 ) .

由定理 4.7.1 一旦 (4.106 )成立 (或近似成立 )则得原问题最

优解 .由定理 4.7.2 当 λ增加时∑
n

k = 1

v k (λ) 下降 (非增 ) , 于是 F

(λ)减小 .同样 ,当λ减小时∑
n

k = 1

vk (λ) 上升 (非降 ) ,于是 G(λ) 增
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加 .这给出了 ( 4)中修正λ求解的依据 .同时也表明在 ( 5 ) F(λ) <

m2 < G(λ)的情况下 ,不论增加或减小λ都无法得到满足 ( 4.106)

的最优解 .

这种方法可以推广到高于二维的情况 ,如对于 s 维的分配问

题

max
u

kj

 ∑
n

k = 1

gk ( uk1 , uk 2 ,⋯ , uks ) ;

s .t . ∑
n

k = 1

uk j = m j , j = 1 ,2 ,⋯ , s .

( 4 .107)

引入 p( < s)个 Lagrange乘子λj ( j = 1 , 2 ,⋯ , p ) ,将 (4.107 )写作

max
u

kj

 ∑
n

k = 1

gk ( uk1 ,⋯ , uks ) -∑
p

j = 1

λj∑
n

k = 1

uk j ;

s .t . ∑
n

k = 1

uk j = m j , j = p + 1 ,⋯ , s .

( 4 .108)

  对于一组给定的 λ1 , ⋯ ,λp , 用 s - p 维动态规划模型解

(4.108 ) ,其步骤与 (1 )～ ( 5)类似 .

4.7.3  几种实用算法

(1 ) 逐次逼近法

求多元函数极值的一种数值方法是 ,轮流让一个变元变动而

其它变元都固定在已得到的最优值上 ,求解一元函数的极值问题 ,

从而逐次地逼近多元函数的极值点 .这就是逐次逼近法 ( successive

approximation method) .它可以用来求解状态为多维变量的动态

规划 .

设状态 xk 是 s维向量 ,记作 xk = ( x k1 , x k2 ,⋯ , x ks ) ,在第 j次

逼近时已得到最优轨线为 x( j )
k = ( x

( j )
k1 , ⋯ , x

( j )
ks ) , k = 1 , 2 ,⋯ , n .

在第 j + 1 次逼近中令
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x k l =
x

( j )
k l , l = p + 1 ,⋯ , s ,

x
( j + 1 )
k l , l = 1 ,⋯ , p - 1 .

求解 s个一维状态变量 x k p的动态规划 , p依次由 1 变到 s,从而得

到 x( j + 1 )
k .同时得到相应的最优策略 u( j + 1 )

k , k = 1 , 2 ,⋯ , n .

这种方法可以大大减小存储空间 ,当然计算时间会相应地增

加 .

(2 ) 松弛法

如果根据实际情况对最优轨线有一个初步估计 x°= { x°1 , x°2 ,

⋯ , x°n } ,则可将原来的允许状态集合 X = { X1 , X2 ,⋯ , Xn }缩小为

以 x°为中心的某个邻域 X°= { X°1 , X°2 ,⋯ , X°n } , 于是允许决策集

合也相应地缩小为 U°= { U°1 , U°2 , ⋯ , U°n } , U°k = { uk | uk∈ Uk

( x k ) , Tk ( x k , uk )∈ X°k + 1 } . X°和 U°将显著地小于原来的 X 和 U .

对于 X°和 U°求出最优策略 p°= { u°1 , u°2 ,⋯ , u°n }和最优轨线

x
1

= { x
1
1 , x

1
2 ,⋯ , x

1
n } ,若 x

1
是 X°的内点 , 即所有的 x

1
k 都是 X°k

的内点 ( k = 1 , 2 ,⋯ , n ) ,则表明附加约束 X°不起作用 , p°为原问

题的最优策略 ;否则 ,某些 x
1
k 出现在 X°k 的边界上 ,则以 x

1
为中

心构成新的邻域 X
1
和相应的 U

1
,重复上述过程直到某一步 s,得

到的最优轨线 x
s

= { x
s
1 , x

s
2 ,⋯ , x

s
n }是 X

s - 1
的内点 ,这时最优策略

p
s - 1

= { u
s - 1
1 ,⋯ , u

s - 1
n }为原问题的最优策略 .这种方法称为松弛

法 ( relaxation method) .

(3 ) 局部加密法

对于状态先取较大的格点间隔 (疏网格 ) ,求出较粗糙的最优

解 ,在最优轨线附近缩小格点间隔 (密网格 ) ,再求最优解 .如此继

续下去直到求得满意的最优解为止 .

这种局部加密法 ( local refined method )适用于最优值函数比

较平滑的情况 .

(4 ) 状态增量法
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这是一种解连续决策过程 (4.89)的离散化方法 .

普通求解 (4.89)的离散化方法是将时间区间[ 0 , T]固定地分

为 N 段 ,于是每段长度为Δt = T/ N .状态转移方程可写作

xk+ 1 = xk + f( xk , uk , k)Δt , k = 1 , 2 ,⋯ , N .

最优值函数 Fk ( xk )满足

Fk ( xk ) = min
u

k

[ g( xk , uk , k )Δt + Fk+ 1 ( xk+ 1 ) ] ,

这里状态 xk 是 n 维向量 ,略去下标 k记作 x = ( x1 , x2 ,⋯ , xn ) , f

是 n 维向量函数 ,记作 f = ( f1 , f2 ,⋯ , fn ) .

状态增量法 ( state increment method )的基本思想是每段时间

长度Δt 不固定 ,在状态转移平缓时令Δt 大些 ,而在状态转移剧

烈时令Δt小些 ,使得每阶段状态转移都控制在较小的范围内 ,从

而大大减少每阶段最优值函数的计算和存储量 .具体作法如下 .

首先将状态 x的各个分量 x l , l = 1 , 2 ,⋯ , n 离散化 ,记 x l 的

离散单位为 Δx l .设允许决策集合为 U ( x) = { u
( 1 )

, u
( 2 )

, ⋯ ,

u
( s )

} ,令

Δt
( j)

= min
1≤ l≤ n

Δ x l

f l ( x, u
( j )

, t )
,  j = 1 , 2 ,⋯ , s . ( 4 .109)

状态转移方程为

x( j)
= x + f ( x, u( j)

, t )Δt
( j)

, ( 4 .110)

则在时刻 t 由状态 x出发的最优值函数 F( x, t )满足的基本方程

为

F( x, t ) = min
1≤ j≤ s

[ g( x, u( j)
, t )Δt

( j)
+ F( x( j )

, t +Δt
( j )

) ] .

( 4 .111)

  由 (4.109 )、(4.110 )可知 ,在由 x到 x( j)的转移中 ,通常只有

一个分量变化一个离散单位Δ x ,其它各分量的变化均不足一个

单位 ,在计算 ( 4.111 )时 , F ( x( j )
, t +Δt

( j )
)需要在格点上进行扦

值 .
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(5 ) 微分动态规划

微分动态规划 ( differential dynamic programming)是求解连续

决策过程 (4.89)的最优性方程 (即 HJB 方程 )的一种近似方法 .对

最优值函数在最优轨线附近作 Taylor 展开 ,略去高阶项 ,得到相

应系数的常微分方程 .用迭代法求解并保证每次迭代使目标函数

值下降 .

将问题 (4.89)的最优值函数重新记作

φ( x, t ) = min
u∫

T

t
g( x, u, t ) d t + h( x( T ) , T ) ,

φ( x, T ) = h ( x( T ) , T ) , ( 4 .112)

φ( x, t)满足的最优性方程为

-
�φ
� t

= min
u

H( x, u, t ,φx ) ,

H( x, u, t ,φx ) = g( x, u, t ) + φ
T
xf( x, u, t ) . ( 4 .113)

最优策略 u * 和最优轨线 x* 记作

u * = 珔u + δu,

x * = 珔x +δx .

且 x=珔x的目标值函数为

ψ(珔x, t ) =∫
T

t
g(珔x,珔u, t ) d t + h(珔x( T ) , T ) .

当策略由珔u变为 u * 时目标值的改变为

a(珔x, t) = φ(珔x, t ) - ψ(珔x, t ) ≤ 0 . ( 4 .114)

φ(珔x +δx, t )在珔x展开后略去高阶项 ,并利用 (4.114 )得

φ(珔x + δx, t ) =ψ(珔x, t ) + a(珔x, t )

+ φ
T
xδx +

1
2
δxT
φxxδx . ( 4 .115)

将 (4.115 )代入最优性方程 ( 4.113)得

 -
�ψ
�t

-
�a
�t

-
�φ

T
x

�t
δx -

1
2
δxT�φxx

�t
δx
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= min
δu

[ H(珔x + δx,珔u + δu, t ,φx )

 + (φxxδx)
T f (珔x + δx,珔u + δx, t ) ] . ( 4 .116)

设 u是 H 的极小点 ,满足
�H
�u

(珔x, u, t ,φx ) = 0 .u对应的状态为 x,

设 x在珔x 附近 ,即δx = x - 珔x很小 .最优策略 u * = u +δu * , 而

δu * 对应的δx * ǚ δx .

将 (4.116 )的右端在 (珔x, u)处展开 , 略去高阶项后得到关于

δu * 的二次式 .设δu * =βδx* ,可解出β,得

δu * = - H
- 1
uu ( Hux + fT

uφxx )δx* , ( 4 .117)

且 (4.116 )化为 (注意到δx =δx * )

 -
�ψ
�t

-
�a
�t

-
�φ

T
x

�t
δx * -

1
2
δx *

T�φxx

�t
δx *

= H + ( Hx + φxxf)δx * +
1
2
δx *

T

[ ( Hxx + fT
xφxx + φxxfx )

 - ( Hux + fT
uφxx )

T
H

- 1
uu ( Hux + fT

uφxx ) ]δx * .

比较两端δx * 同次幂系数得

-
�ψ
�t

-
�a
�t

= H ,

-
�φx

�t
= Hx + φxxf ( 4 .118)

-
�φxx

�t
= ( Hxx + fT

xφxx + φxxfx )

    - ( Hux + fT
uφxx )

T
H

- 1
uu ( Hux + fT

uφxx )

注意到

dφ
d t

=
�φ
�t

+ φT
xf(珔x ,珔u , t ) ,

d a
d t

=
dφ
d t

-
dψ
d t

.

(4 .118 )可化为常微分方程组
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d a
d t

= H(珔x,珔u , t ,φx ) - H ,

dφx

d t
= φxx [ f (珔x,珔u, t ) - f] - Hx , ( 4 .119)

dφxx

d t
= ( Hux + fT

uφxx )
T

H
- 1
uu ( Hux + fT

uφxx )

    - ( Hxx + fT
xφxx + φxxfx ) .

式中除指明的外均在 (珔x, u)处计算 .端点条件为

a(珔x, T ) = 0 ,

φx ( T ) = hx (珔x( T ) , T ) , ( 4 .120)

φxx ( T ) = hxx (珔x( T ) , T ) .

  对于给定的策略珔u和由方程�x = f( x, u, t )得到的相应的状

态珔x,可以算出目标值函数 ψ(珔x, t ) .对珔u作微小改变 ,如只在小

区间[ t1 , T ] ( t1 靠近 T )上将珔u 改为 u( u是 H (珔x, u, t ,φx )的极

小值点 ) ,使相应的状态δx改变也很小 .判断δx是否是小量的标

准为检查

Δψ(珔x, t )
| a (珔x, t ) |

≥ c ( 4 .121)

是否成立 , c常取 0.5 ,其中Δψ是目标值函数的实际改进量 ,而 | a

|是策略变为最优时的预期改变量 . a 的计算显然需要求解

(4.119 ) .若 (4.121 )不成立 ,可改变 t1 和 c的值 .如此进行的迭代

每次都使目标函数值下降 ,具体步骤如下 .

(1 ) 给定初始策略珔u ,解出相应的状态珔x, 算出目标值函数

ψ(珔x, t ) ,给定小量 a0 .

(2 ) 求 H的极小值点 u ,解 ( 4.119 ) , ( 4.120 )得到 a (珔x, t ) ,

φx ,φxx .检查并记录 | a(珔x, t ) |≥ a0 的时刻 t′.

(3 ) 若 t′= 0 ,即 | a (珔x, t ) | < a0 , 0≤ t≤ T ,则 u 即为所求 ,

u * = u;否则转 ( 4) .
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(4) 令 u = u +βδx, ( t0≤ t≤ T , t0 可取 0 )其中 β= - H
- 1
uu

( Hux + fT
uφxx ) ,δx = x -珔x ,而 x是�x = f ( x, u +βδx, t )的解 .计算

这个策略 u下的目标值函数ψ′(珔x, t) .

(5 ) 计算Δψ(珔x, t ) =ψ - ψ′, 检查
Δψ(珔x, t )
| a(珔x, t ) |

≥ c( c = 0 .5 )是

否成立 ,若成立 ,则以 u代替珔u,转 ( 1) ;否则转 ( 6) .

(6 ) 取 tk + 1 = tk +
1
2

( T - tk ) , k = 1 , 2 , ⋯ ,转 ( 4 ) , 重新计算

ψ′.若对于这样的 tk ,
Δψ(珔x, t)
| a(珔x, t) |

≥ c不能成立 , 减少 c, 再进行计

算 .若仍不行 ,则该方法失效 .

按照上述步骤迭代 ,直到在 0≤ t≤ T 满足 | a(珔x, t ) | < a0 为

止 .
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5  多目标规划

5.1  引言

  多目标规划 ( multiobjective programming)是运筹学的一个分

支 ,是近年来发展起来的新学科 .它研究在一定的约束条件下多个

目标函数的极值问题 .而线性规划、非线性规划与整数规划等研究

的都是单目标函数的极值问题 .然而很多实际问题是多目标的 ,而

且有些目标互相冲突 ,因此要研究多目标规划 .如

例 5.1.1  某厂生产两种产品 A 与 B ,产品 A 是畅销产品 ,

有较高的声誉 ,供不应求 ,每月至少生产 1 万件 .但因原料限制 ,月

产量不能超过 3 万件 ,每件产品 A 的利润为 1 元 .生产一件 B 所

需工时与生产一件 A 所需工时相同 , 但每件产品 B 的利润为 3

元 .在工人不加班的正常情况下 ,每月两种产品产量总和不低于 5

万件 ,也不高于 7 万件 .产量超过 5 万件的部分叫做超产量 .工厂

希望 : ( 1) A 的产量要多 ; ( 2 ) 为了使工人不加班 ,超产量要少 ;

(3 ) 利润要多 .试建立该问题的数学模型 .

解  设 A 的月产量为 x1 万件 , B 的月产量为 x2 万件 .此问

题的三个目标可以写成 max x1 , min ( x1 + x2 - 5 )与 max ( x1 +

3 x2 ) .为了整齐 , 将第二个目标改写为 max ( 5 - x1 - x2 ) ,则此问

题的数学模型为

max  [ f1 ( x1 , x2 ) , f2 ( x1 , x2 ) , f3 ( x1 , x2 ) ] ;

s .t . x1 + �x2 ≥ 5 ,

x1 + x2 ≤ 7 ,
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  x1 ≥ 1 ,

x1 ≤ 3 ,

x2 ≥ 0 .

其中

f1 ( x1 , x2 ) = x1 ,

f2 ( x1 , x2 ) = 5 - x1 - x2 ,

f3 ( x1 , x2 ) = x1 + 3 x2 .

这是多目标规划问题 .

多目标规划在水资源利用、环境保护、计划管理、财政预算、工

程设计及农业规划等方面有广泛的应用 .

在多目标规划中 ,一般不存在所有目标函数共同的极大点 .例

如 ,在图 5.1 中 , x1 是 f1 ( x )的极大点 , x2 是 f2 ( x )的极大点 ,但

f1 ( x )与 f2 ( x )没有共同的极大点 .因此需要引进非劣解 ( nonin-

ferior solution )的概念 (将在 5.2 节介绍 ) .一般说 , 一个多目标规

划有无穷多个非劣解 .使决策者满意的非劣解叫最终解 ( final so-

lu tion) .5.3 , 5.4 , 5.5 节将介绍求非劣解与最终解的方法 .5.6 节

介绍目标规划 .

图  5.1
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多目标规划的另一个特点是解法很多 .要根据实际情况 ,通过

试算 ,选用合适的解法 .

5.2  多目标规划的基本概念与 K-T条件

5.2.1  多目标规划的基本概念

  多目标规划的标准形式是

( VOP)  max  [ f1 ( x) ,⋯ , f p ( x) ] ; ( 5 .1)

s .t .  gi ( x) ≤ 0 , i = 1 ,⋯ , m . ( 5 .2)

其中 x = ( x1 , ⋯ , xn )
T
是 n 维向量 , x 所在的空间叫决策空间

(decision space ) , f1 ( x) , ⋯ , fp ( x)称为目标函数 , p 维向量 ( f1

( x) ,⋯ , fp ( x) )所在的空间称为目标空间 ( objective space ) , g1

( x) ,⋯ , gm ( x)称为约束函数 .多目标规划问题又称为向量最优

化问题 ( vector optimization problem) ,简记为 ( VOP ) .

例 5.1.1 是一个多目标规划问题 ,它的数学模型可改写为标

准形式 (5.1 ) , (5.2 ) .

下面引进一些基本概念 .

定义 5.2.1  集

X = { x∈ E
n

| gi ( x) ≤ 0 , i = 1 ,⋯ , m }

叫做多目标规划在决策空间上的可行集 ( feasible set in decision

space ) .

定义 5.2.2  集

F = { ( f1 ,⋯ , fp ) ∈ Ep | f i = f i ( x) , i = 1 ,⋯ , p , x∈ X }

叫做多目标规划在目标空间上的可行集 ( feasible set in objective

space ) .

应用记号 X , ( 5.1)与 (5.2 )所表示的多目标规划的标准形式
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可以改写为

( VOP)  max  [ f1 ( x) ,⋯ , f p ( x) ] . ( 5 .3)

s .t . x∈ X ( 5 .4)

  将向量函数 f( x ) = [ f1 ( x) ,⋯ , fp ( x) ]看成是映射 f: X�

En→ Ep ,则目标空间上的可行集 F 是决策空间上的可行集 X 在

映射 f下的象 ( image ) ,即 F = f( X) .如图 5.2 所示 .

图  5.2

定义 5.2.3  若 x′∈ X ,且不存在另一个可行点 x∈ X , 使

f i ( x)≥ f i ( x′) , i = 1 ,⋯ , p 成立 ,且其中至少有一个严格不等式

成立 ,则称 x′是多目标规划 (VOP )的一个非劣解 ( noninferior solu-

tion) .所有非劣解构成的集叫非劣集 ( noninferior set ) .

非劣解又称为有效解 (efficient solution )、非优超解 ( nondomi-

nated solu tion)或 Pareto最优解 ( Pareto optimal solution) .

定义 5.2.4  若 x′∈ X ,且不存在另一可行点 x∈ X , 使 f i

( x) > f i ( x′) , i = 1 ,⋯ , p 成立 ,则称 x′是多目标规划 ( VOP )的一

个弱非劣解 ( weak noninferior solution) .所有弱非劣解构成的集叫

弱非劣集 ( weak noninferior set ) .

定义 5.2.5  若 x′是非劣解 (弱非劣解 ) , 则称 [ f1 ( x) , ⋯ ,

f p ( x) ]为目标空间中的非劣解 (弱非劣解 ) .

在无混淆的情况下 ,目标空间中的非劣解 (弱非劣解 )也简称

为非劣解 (弱非劣解 ) .
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定理 5.2.6  若 x′是非劣解 ,则一定是弱非劣解 .

例 5.2.7  设两目标规划为

max ( f1 ( x) , f2 ( x) ) ;

s .t . x∈ X = { x1
, x2

, x3
, x4

} .

这里 X 是由 4 个点组成的可行集 , f1 ( x)与 f2 ( x)的函数值由下

表给出 ,求这个问题的非劣解与弱非劣解 .

xi x1 �x2 �x3 �x4 �

f1 �( xi
) 9 �10 �12 �9 p

f2 �( xi
) 11 �11 �10 �8 p

点 ( f1 �, f2 ) A B C D

  解  因为 f1 ( x2
) > f1 ( x4

) , f2 ( x2
) > f2 ( x4

) ,所以 x4
不是弱

非劣解 ,也不是非劣解 .按定义 , x2
与 x3
都是非劣解 .x1

是弱非

劣解 .因为非劣解一定是弱非劣解 , x2
与 x3
也是弱非劣解 .非劣

集是{ x2
, x3

} ,弱非劣集是{ x1
, x2

, x3
} .图 5.3 给出此问题的目标

空间的图形 .

图  5.3

非劣解的几何解释  有两个目标函数时 ,目标空间中的非劣
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解有明显的几何解释 .在图 5.4 中 ,设 F 是目标空间中的可行集 .

可以看出 , F 的任一内部点 P ( f1 , f2 )一定不是非劣解 , 因为在 P

点东北侧 (图中画阴影部分 )的点 P′, 它的坐标 ( f′1 , f′2 )必满足 :

f′1≥ f1 , f′2≥ f2 ,且其中至少有一个严格不等式成立 .如果 F 中某

点的东北侧是空集 ,则此点是非劣解 .因此 F 的东北角边界 (图中

的 BA 弧 )上任一点是非劣解 . BA 弧是非劣集 .这里的非劣解与

非劣集都是指目标空间中的非劣解与非劣集 .

图  5.4

可以看出 , F 上部边界的水平线段 CB 上的点是弱非劣解 .

定义 5.2.8  若 x′是多目标规划 ( VOP )的非劣解 ,且存在正

数 M,使对满足 f i ( x) > f i ( x′)的每一个 i与每一个 x∈ X ,至少

存在一个 j≠ i ,使 f j ( x) < f j ( x′) ,与
f i ( x) - f i ( x′)
f j ( x) - f j ( x′)≥ - M 成

立 ,则称 x′是 ( VOP )的一个真非劣解 ( proper noninferior solu-

tion) .

图 5.5 给出问题

max  [ f1 ( x ) , f2 ( x ) ] ;

s .t . x ≥ 0
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图  5.5

的目标函数 f1 ( x )与 f2 ( x )的图形 ,从图中可以看出 ,闭区间 [ x1 ,

x2 ]上任一点是非劣解 .可以验证开区间 ( x1 , x2 )内任一点是真非

劣解 .但两个端点 x1 与 x2 不是真非劣解 ,例如 x1 ,我们设 x = x1

+ h , h > 0 ,当 h→0
+
时 ,

f2 ( x ) - f2 ( x1 )
f1 ( x ) - f1 ( x1 )

→ - ∞ ,说明 x1 不是真

非劣解 .

定义 5.2.9  决策者对目标函数进行评价的函数 U ( f1 ,⋯ ,

f p )叫做效用函数 ( utility function ) .

效用函数值的大小反映决策者对目标值的喜爱程度 ,若对两

组目标值 ( f1 ,⋯ , f p )与 ( f′1 ,⋯ , f′p )有 U ( f1 ,⋯ , fp ) > U ( f′1 ,⋯ ,

f′p )成立 ,表示决策者喜欢前者 .

定义 5.2.10  使效用函数取最大值的非劣解称为最佳协调

解 ( best compromise solu tion) .

在许多实际问题中 ,不知道决策者效用函数的表达式 ,因此求

不出最佳协调解 .但通过分析者与决策者的对话 ,可取得决策者效

用函数的信息 ,从而求出决策者满意的近似最佳协调解 .

定义 5.2.11  使多目标规划决策过程满意结束的解叫最终
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解 ( final solution ) .

定义 5.2.12  效用函数 U ( f1 ,⋯ , fp )的等值面 U ( f1 ,⋯ ,

f p ) = c称为无差异曲面 ( indifference surface ) ,当 p = 2 时称为无

差异曲线 ( indifference curve ) .

图  5.6

当 p = 2 时 ,求最佳协调解要解下述规划

max  U ( f1 ( x) , f2 ( x) ) ;

s .t .  x∈ X = { x∈ E
n

| gi ( x) ≤ 0 , i = 1 ,⋯ , m } .

图 5.6 给出效用函数 U( f1 , f2 )的极大点代表最佳协调解的几何

解释 .图中 F = f ( X)是多目标规划在目标空间上的可行集 , N 是

目标空间上的非劣集 .画出一系列无差异曲线 U ( f1 , f2 ) = ui ,这

里 ui 都是常数 , ui 的值愈大表示决策者满意程度愈高 .对在同一

条无差异曲线上不同的点 ,决策者的满意程度相同 .当某条无差异

曲线 U( f1 , f2 ) = u i 与非劣集 N 相切于 (或只相交于 )一点 ( f *1 ,

f
*

2 )时 ,相应的非劣解 x * ( f
*
1 = f1 ( x * ) , f

*
2 = f2 ( x * ) )就是最佳

协调解 .

定义 5.2.13  若 A = ( f̂1 ,⋯ , f̂p )与 B = ( f̂1 ,⋯ , f̂l +Δ f̂l ,⋯ , f̂j
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+Δ f̂j ,⋯ , f̂p )是一个曲面上的两个点 ,若 B沿此曲面趋向于 A 时 ,

-
Δ f̂l

Δ f̂j
的极限存在 ,则称 tl j = lim

B→ A
-
Δ f̂l

Δ f̂j
为在此曲面上目标 f l 对

目对 f j 在点 A 的交换率 ( t rade-off rate ) .

在无差异曲面上的交换率叫边际替代率 ,在经济学上很有用 .

定义 5.2.14  在无差异曲面 U( f1 ,⋯ , fp ) = U ( f̂1 ,⋯ , f̂p )上

一点 A ( f̂1 ,⋯ , f̂p )的交换率 m l j = lim
B→ A

-
Δ f̂l

Δ f̂j
称为在点 A 的边际

替代率 ( marginal rate of substitution) .

边际替代率的含意是 ,为了保持决策者同等的满意程度 ,要使

f j 减少一个单位 , f l 必须增加 m l j个单位 .边际替代率又可以表示

成

m l j =

� U
� f j

� U
� f l ( f̂

1
,⋯ , f̂

p
)

 l , j = 1 ,⋯ , p  l≠ j . ( 5 .6)

若在 ( f̂1 , ⋯ , f̂ p )的一个邻域内 , 无差异曲面可以表示成 f l =

f l ( f1 ,⋯ , f l - 1 , f l + 1 ,⋯ , fp ) ,则边际替代率可以写成

m l j = -
�f l

�f j ( f̂
1

,⋯ , f̂
l - 1

, f̂
l+ 1

,⋯ , f̂
p

)
,  l , j = 1 ,⋯ , p , j≠ l .

( 5 .7)

边际替代率的几何解释

在 p = 2 时 ,无差异曲线 f2 = f2 ( f1 )在 ( f̂1 , f̂2 )点的边际替代

率 m21 = -
d f2

d f1 f
1

= f̂
1

是无差异曲线在此点切线斜率的负值 (图

5.7) .

在图 5.6 中 , ( f *1 , f *2 )为最佳协调解的条件是无差异曲线与
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图  5.7

非劣集曲线在此点相切 .该条件也可以叙述为 : 在此点非劣集的

交换率等于边际替代率 ,即 t21 = m21 .

定义 5.2.15  设 xj
是

max  f j ( x) ,

s .t .  gi ( x) ≤ 0 , i = 1 ,⋯ , m

的最优解 ,相应的最优目标值是 Mj = f j ( xj
) , j = 1 ,⋯ , p ,则称目

标空间中的点 ( M1 ,⋯ , Mp )是多目标规划 ( 5.1)、( 5.2 )的理想点

( ideal poin t ) .

理想点是目标空间中每个目标都取极大值的点 ,在 p = 2 时 ,

图 5.8 中画出理想点 ( M1 , M2 )的位置 .

从图中可以看出 ,一般情况下 ,理想点 ( M1 , M2 ) | F ,是不可

行的 .也就是说 ,在现实情况下 ,不可能找到一个可行点 x使所有

的目标函数都取极大值 .

有时 候 , 需 要 在 某 个 lα 范 数 ( 1 ≤ α < ∞ ) dα =

∑
p

i = 1
| f i - f′i |

α 1/ α
下求距理想点最近的点 ,即求

max  ∑
p

i = 1

| M i - f i ( x) |
α 1/ α

,
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图  5.8

s .t . x∈ X

的最优点 x̂与相应的函数值 ( f1 ( x̂) ,⋯ , f p ( x̂) ) .

可以证明 , x̂是多目标规划 ( VOP )的非劣解 ,求这种非劣解的

方法叫理想点法 .

5.2.2  多目标规划的 K-T条件

在非线性规划中有最优解的 K-T 条件 (即 Kuhn-Tucker 条

件 ) ,类似地 ,在多目标规划中有关于非劣解的 K-T 条件 .

设多目标规划为

( VOP ) max  [ f1 ( x) ,⋯ , fp ( x) ] ,

s .t . gi ( x) ≤ 0 , i = 1 ,⋯ , m .

  定义 5.2.16  若 x* 是 ( VOP ) 的可行点 , 且梯度向量集

{Δ gi ( x * ) | i∈ I} 线性无关 ,其中 I = { i | gi ( x * ) = 0 , i = 1 ,⋯ ,

m } ,则称 x* 是可行集 X = { x∈ E
n

| gi ( x)≤0 , i = 1 ,⋯ , m }的正

则点 ( regular point ) .

定理 5.2.17  真非劣解的 Kuhn-Tucker 必要条件  设 f j ( j

= 1 ,⋯ , p)与 gi ( i = 1 ,⋯ , m )是连续可微函数 , x * 是 X 的正则

点 ,则 x * 是 ( VOP )的真非劣解的必要条件是 : 存在λj 与μi 使
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(1 )∑
p

j = 1

λjΔ f j ( x * ) - ∑
m

i = 1

μiΔ gi ( x * ) = 0;

(2 ) μi gi ( x * ) = 0 , i = 1 ,⋯ , m;

(3 ) λj > 0 , j = 1 ,⋯ , p ,μi ≥ 0 , i = 1 ,⋯ , m .

( 5 .8)

成立 .

定理 5.2.18  真非 劣解的 Kuhn-Tucker 充分条件  设

- f j ( j = 1 ,⋯ , p )与 gi ( i = 1 ,⋯ , m)是连续可微的凸函数 , 则定

理 5.2.17 的条件也是真非劣解的充分条件 .

定理 5.2.19  非劣解的 Kuhn-Tucker 必要条件  设 f j ( j =

1 ,⋯ , p)与 gi ( i = 1 ,⋯ , m )是连续可微函数 ,且至少对一个 k , x *

是问题 Pk (εk ) (参看 ( 5.17 )、( 5.18 ) )的一个正则点 , 则 x * 是

( VOP )的非劣解的必要条件是 : 存在λj 与μi 使

(1 )∑
p

j = 1

λjΔ f j ( x * ) -∑
m

i = 1

μiΔ gi ( x * ) = 0;

(2 ) μi gi ( x * ) = 0;

(3 ) λj ≥ 0 , j = 1 ,⋯ , p ,且至少有一个λj > 0 ,

  μi ≥ 0 , i = 1 ,⋯ , m .

( 5 .9)

成立 .

定理 5.2.20  非 劣 解 的 Kuhn-Tucker 充 分 条件  设

- f j ( j = 1 ,⋯ , p )与 gi ( i = 1 ,⋯ , m)是连续可微的凸函数 , 且 gi

( i = 1 ,⋯ , m)是严格凸的 ,则 x * 是 ( VOP )的非劣解的充分条件

是 : 存在λj 与μi 使 ( 5.9)成立 .

定理 5.2.21  弱非劣解的 Kuhn-Tucker 必要条件  设 f j ( j

= 1 ,⋯ , p)与 gi ( i = 1 ,⋯ , m )是连续可微函数 , x * 是 X 的正则

点 ,则 x * 是 ( VOP )的弱非劣解的必要条件是 : 存在 λj 与μi 使

(5.9 )成立 .

定理 5.2.22  弱非 劣解的 Kuhn-Tucker 充分条件  设
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- f j ( j = 1 ,⋯ , p )与 gi ( i = 1 ,⋯ , m)是连续可微的凸函数 , 则定

理 5.2.21 的条件也是弱非劣解的充分条件 .

5.3  寻求多目标规划非劣解的方法

一个多目标规划如果存在非劣解 ,往往存在无穷多个 ,形成非

劣集 .求解实际问题时 ,很多非劣解是无法应用的 ,还要找出使决

策者满意的最终解 (定义 5.2.11) .求最终解有两类方法 .一类是

求非劣解的生成法 ,即先求出大量的非劣解 ,构成非劣集的一个子

集 ,然后按照决策者的意图找出最终解 .另一类为交互法 ,不先求

很多非劣解 ,而是通过分析者与决策者对话的方式 ,逐步求出最终

解 .本节介绍生成法 .

5.3.1  加权法

加权法 ( weighting method )将求解多目标规划的非劣解问题

化为求解若干单目标规划问题 .设多目标规划为

( VOP )  max  [ f1 ( x) ,⋯ , fp ( x) ] ;

s .t . gi ( x) ≤ 0 , i = 1 ,⋯ , m .

可行集为 X = { x∈ E
n

| gi ( x)≤0 , i = 1 ,⋯ , m } .加权法先给定权

因子 W j≥0 , j = 1 ,⋯ , p ,构造相应的单目标规划

( WP)  max  ∑
p

j = 1

W j f j ( x) ;

s .t .  x∈ X .

在一定的条件下 , ( WP )的最优解是 ( VOP )的非劣解 ,系统地改变

权因子 ( w1 ,⋯ , wp )的值 , 求解一系列 ( WP )问题 ,得到 ( VOP )的

大量非劣解 ,构成近似的非劣集 .

定理 5.3.1  �若 ( 1) w j > 0 , j = 1 ,⋯ , p;

或 ( 2) w j≥0 , j = 1 ,⋯ , p ,且 ( WP )有唯一解 ,则
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( WP)的最优解是 ( VOP )的非劣解 .

定理 5.3.2  若 w j≥ 0 , j = 1 , ⋯ , p , 则 ( WP )的最优解是

( VOP )的弱非劣解 .

从定理 5.3.2 可以看出 ,当 w j≥0 , j = 1 ,⋯ , p 时 , ( WP )的最

优解 x* 不一定是 ( VOP)的非劣解 .为了进一步判断 x * 是不是非

劣解 ,可用下述定理 .

定理 5.3.3  若对于 w j≥0 , j = 1 ,⋯ , p , x * 是 ( WP )的最优

解 ,且当

(1 ) 珔δ= 0 时 , x * 是 ( VOP)的非劣解 ;

(2 ) 珔δ> 0 时 , x * 不是 ( VOP)的非劣解 .

其中珔δ是下述辅助规划问题的最优函数值 .

珔δ = maxδ= ∑
p

j = 1

δj ; (5 .10)

s .t . f j ( x) - δj = f j ( x * )  j = 1 ,⋯ , p ,

x∈ X ,

δj ≥ 0 , j = 1 ,⋯ , p .

(5 .11)

加权法的几何解释 :

当 p = 2 时 ,多目标规划是

max  [ f1 ( x) , f2 ( x) ] ;

s .t .  x∈ X = { x∈ En | gi ( x) ≤ 0 , i = 1 ,⋯ , m } .

  在图 5.9 中画出目标空间中的可行集

F = { ( f1 , f2 ) | f1 = f1 ( x) ,

f2 = f2 ( x) , x∈ X } .

图  5.9

F的东北角边界是非劣集 N .给定权因子 w1 > 0 , w 2 > 0 ,作直线

族 w1 f1 + w2 f2 = c,其中 c是参数 ,选择这样的 c使族中每条直

线都与 F 相交 ,斜率都是 - w 1/ w2 ,其中有一条 c值最大并与 N

相切的直线 , 此直线与 N 相切的点 ( f
*
1 , f
*
2 ) 是多目标规划

( VOP )的一个非劣解 .变动 w1 与 w2 的值 ,可以得到不同的平行
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直线族 ,从而得到不同的非劣解 .

例 5.3.4  用加权法求下述问题的非劣解

max  [ f ( x1 , x2 ) , f2 ( x1 , x2 ) ] (5 .12)

s .t . - x1 + x2≤ 4 ,

x1 + x2≤ 9 ,

x1 ≤ 5 ,

x2≤ 5 ,

- x1 ≤ 0 ,

- x2≤ 0 .

(5 .13)

其中

f1 ( x1 , x2 ) = 2 x1 - x2 ,

f2 ( x1 , x2 ) = - x1 + 3 x2

  解  记可行集为

X = { ( x1 , x2 ) ∈ E
2

| - x1 + x2 ≤ 4 , x1

+ x2 ≤ 9 ,0 ≤ x1 , x2 ≤ 5 } ,

目标函数的加权和为 w1 f1 + w 2 f2 ,相应的加权和单目标规划为

max  w 1 f1 ( x1 , x2 ) + w2 f2 ( x1 , x2 ) ; (5 .14)

s .t .  ( x1 , x2 ) ∈ X . (5 .15)

其中 w1 , w2 > 0 为加权因子 .此加权问题的最优解 ( x1 , x2 )应满

足 Kuhn-Tucker 条件 : 对应于可行集的 6 个约束条件 (见 ( 5.13 ) )

存在 6 个 Lagrange乘子μi ( i = 1 ,⋯ ,6 ) ,使

�
�x i

[ w1 f1 ( x1 , x2 ) + w2 f2 ( x1 , x2 ) ]

- ∑
b

j = 1

μj
�
�x i

gj ( x1 , x2 ) = 0 , i = 1 , 2 .

μj gj ( x1 , x2 ) = 0 , j = 1 ,⋯ , 6 .

成立 ,即
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2 w 1 - w2 + μ1 - μ2 - μ3 + μ5 = 0 ,

- w1 + 3 w2 - μ1 - μ2 - μ4 + μ6 = 0 ,

( - x1 + x2 - 4 )μ1 = 0 ,

( x1 + x2 - 9 )μ2 = 0 ,

( x1 - 5 )μ3 = 0 ,

( x2 - 5 )μ4 = 0 ,

x1μ5 = 0 ,

x2μ6 = 0 ,

μ1 ,⋯ ,μ6 ≥0 .

(5 .16)

成立 .因为 ( 5.14 )、(5.15 )是一个线性规划 ,最优解在可行集的边

界上 .又因有两个自变量 ,最优解有一个或两个起作用约束 (参考

定义 2.1.41) .先考虑只有 x2≤5 起作用 ,此时等式 x2 = 5 成立 ,

其他 5 个约束严格不等式成立 ,因此 μ1 = μ2 =μ3 = μ5 =μ6 = 0

(由 ( 5.16 )推出 ) .解 ( 5.16 ) ,得到 w1 = 1/ 3 , w2 = 2/ 3 ,μ4 = 5/ 3 .用

此组 ( w 1 , w2 )值代入 ( 5.14 )、( 5.15 ) ,并求解这个线性规划 ,得到

无穷多个最优解 ,这些解分布在图 5.10 的 CD 线段上 .这些最优

解都是 (5.12 )、( 5.13 )的非劣解 .研究另外两个起作用约束的情

况 ,得到

起作用约束 Lagrange乘子 解 (5 �.16)得 非劣解

x2 �≤5 μ1 �,μ2 ,μ3 ,μ5 ,μ6 = 0 ( w1 �, w2 ) =
1
3

,
2
3

,μ4 =
5
3

CD线段

x1 #+ x2≤9 μ1 �,μ3 ,μ4 ,μ5 ,μ6 = 0 ( w1 �, w2 ) =
4
7

,
3
7

,μ2 =
5
7

DE线段

x1 �≤5 μ1 �,μ2 ,μ4 ,μ5 ,μ6 = 0 ( w1 �, w2 ) =
3
4

,
1
4

,μ3 =
5
4

EF线段
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分析其他情况没有得到新的非劣解 .

因此 ,折线 CDEF是非劣集 ,如图 5.10 与图 5.11 所示 .

图  5.10 图  5.11

5.3.2  约束法

约束法 (constrain t method)也是一种用单目标规划求多目标

规划非劣解的方法 .设多目标规划为

( VOP ) max  [ f1 ( x) ,⋯ , fp ( x) ] ;

s .t . gi ( x) ≤ 0 , i = 1 ,⋯ , m .

可行集为 X = { x∈ E
n

| gi ( x)≤0 , i = 1 ,⋯ , m } .选一个目标作为

主目标 ,将其余目标变为约束 ,构造下述单目标规划问题

P k (εk ) max f k ( x) ; (5 .17)

s .t . f j ( x) ≥εj , j = 1 ,⋯ , p , j≠ k ,

  x∈ X .
(5 .18)

这里εk = (ε1 ,⋯ ,εk - 1 ,εk + 1 ,⋯ ,εp )是一个向量 ,其分量都是给定

的常数 ,用 P k (εk )表示这个问题依赖于主目标函数的下标 k与约

束参数εk .问题 P k (εk )称为原问题 ( VOP )的一个约束问题 .关于
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P k (εk )的最优解与 (VOP )的非劣解之间的关系 ,有下述定理 .

定理 5.3.5  x* 是多目标规划 ( VOP)的非劣解的充要条件是 :

x* 同时是 p 个约束问题 P k (ε
*
k ) ( k = 1,⋯ , p)的最优解 ,这里ε

*
k =

(ε
*
1 ,⋯ ,ε

*
k - 1 ,ε

*
k + 1 ,⋯ ,ε

*
p ) ,其中ε

*
j = f j ( x* ) , j = 1 ,⋯ , p , j≠ k .

定理 5.3.6  对某一个 k,若 x* 是 P k (ε
*
k )的唯一最优解 ,则

x *是多目标规划 ( VOP ) 的非劣解 , 这里 ε
*
k = (ε

*
1 , ⋯ ,ε

*
k - 1 ,

ε*k + 1 ,⋯ ,ε*p ) ,其中ε*j = f j ( x* ) , j = 1 ,⋯ , p , j≠ k .

根据这个定理 ,我们可以系统地改变εj 的值 ,得到若干个约

束问题 P k (εk ) ,分别求他们的最优解 ,可以得到多目标规划的许

多非劣解 .若这些非劣解的个数足够多 ,可以构成近似的非劣集 .

当 p = 2 时 ,约束问题

max  f2 ( x) ; (5 .19)

s .t .  f1 ( x) ≥ε1 ,

   x∈ X .
(5 .20)

图  5.12

的最优解有几何解释 .在

图 5.12 中 , F = f ( X)是

max[ f1 ( x) , f2 ( x) ]

s .t .x∈ X

在目标空间中的可行集 ,

N 为非劣集 , 画阴影的区

域是 F 中满足 f1≥ε1 的

部分 ,也是 ( 5.19 )、( 5.20 )

在目标空间中的可行集 .

从图上可以看出 , 点 A 的

纵坐标 f
*

2 是约束问题

(5.19)、( 5.20 )的最优目标值 ,且 f
*

1 =ε1 ,点 A 在可行集 F 的东

北角边界 N 上 ,所以点 A 是原多目标规划的非劣解 .
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约束法的计算步骤

(1 ) 建立支付表

分别求单目标规划

max  f j ( x) , (5 .21)

s .t . x∈ X (5 .22)

的最优点 xj
= ( x

j
1 , ⋯ , x

j
n ) , j = 1 , ⋯ , p , 建立支付表 ( pay-off

table)

     表  5.1

f1 9f2 �⋯ fp

f1 �( x1 ) f2 �( x1 ) ⋯ fp ( x1 �)

f1 �( x2 ) f2 �( x2 ) ⋯ fp ( x2 �)

⋯ ⋯ ⋯
f1 �( xp

) f2 �( xp
) ⋯ fp ( xp

)

记 Mj = f j ( xj
) = max f j ( x) ,

s .t .x∈ X
m j = min

1≤ i≤ p
f j ( xi

)为各列的极小值 , j =

1 ,⋯ , p .设

εj = m j +
t

r - 1
( M j - m j ) , t = 0 ,1 ,⋯ , r - 1 ,

j = 1 ,⋯ , p , j ≠ k (5 .23)
其中 r 为给定的正整数 .选定主目标 f k ( x) .

(2 ) 令εj 在 (5.23)规定的范围内取值 ,组合成不同的下界εk

= (ε1 ,⋯ ,εk - 1 ,εk + 1 ,⋯ ,εp ) ,对每个 εk 求约束问题 P k (εk )的最

优解 .因为有 r
p - 1
个不同的εk ,有 r

p - 1
个 P k (εk )问题 ,解这些问

题可以得到许多非劣解 ,这些非劣解构成一个近似的非劣集 .

例 5.3.7  用约束法求解双目标规划 ( 5.12 ) , (5.13)

解  (1 ) 求支付表  求出max f1 ( x1 , x2 )
s .t . ( x

1
, x

2
) ∈ X
的极大点 x1

= ( 5 ,

0) , f1 ( x1
) = 10 , f2 ( x1

) = - 5;再求出max f2 ( x1 , x2 )
s .t .( x

1
, x

2
)∈ X
的极大点 x2

= (1 ,5 ) , f1 ( x2 ) = - 3 , f2 ( x2 ) = 14 ,支付表为
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f1 �f2 �

10 �- 5 �
- 3 �14 �

选定 f2 ( x1 , x2 )为主目标 .考虑约束问题中 f1 ( x1 , x2 )的下界 .支

付表中第一列的极大值为 M1 = 10 ,极小值为 m1 = - 3 .将区间

[ m1 , M1 ] = [ - 3 , 10] r - 1 等分 (令 r = 14) ,得到分点为

ε1 = m1 +
t

r - 1
( M1 - m1 )

= - 3 , - 2 , - 1 ,⋯ ,8 ,9 ,10 , t = 0 , 1 ,⋯ , r - 1 .

  (2 ) 求约束问题的最优解

max  f2 ( x1 , x2 ) = - x1 + 3 x2 ;

s .t . f1 ( x1 , x2 ) = 2 x1 - x2 ≥ε1 ,

    - x1 + x2 ≤ 4 ,

      x1 + x2 ≤ 9 ,

     0 ≤ x1 , x2 ≤ 5 .

将上述ε1 的 14 个值分别代入上式 .解 14 个单目标线性规划 ,求

出它们的最优解 ,这些最优解都是双目标规划 ( 5.12 )、(5.13)的非

劣解 .现将这些非劣解列表如下 :

   表  5.2

ε1 �x
*

1 .x
*

2 �f
*

1 nf
*

2 �在图中的位置

- 3  1  5 �- 3 �14 �C点

- 2  1 �.5 5 �- 2 �13 �.5 CD上的点

- 1  2  5 �- 1 �13 �CD上的点

0 �2 �.5 5 �0 d12 �.5 CD上的点

1 �3  5 �1 d12 �CD上的点

2 �3 �.5 5 �2 d11 �.5 CD上的点

3 �4  5 �3 d11 �D点

4 �4 �.333 4 f.666 4 d9 �.666 DE上的点

5 �4 �.666 4 f.333 5 d8 �.333 DE上的点
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6 �5  4 �6 d7 �E点

7 �5  3 �7 d4 �EF上的点

8 �5  2 �8 d1 �EF上的点

9 �5  1 �9 d- 2 4EF上的点

10 �5  0 �10 {- 5 4F点

从这张表可以看出 ,与上述加权法 (见例 5.3.4 )相似 ,由约束法也

可以近似地得到该问题的非劣集 (折线 CDEF ) .参考图 5.10 与

5.11 .

5.3.3  混合法

把上述加权法与约束法联合使用的方法叫混合法 ( hybrid

method) ,混合法的基础是下述定理 .

定理 5.3.8  x * 是多目标规划 ( VOP )的非劣解的充要条件

是 : 对于任意给定的一组 w
0
i > 0 , i = 1 ,⋯ , p ,存在一组实数εj ( j

= 1 ,⋯ , p) ,使 x *是

max  ∑
p

i = 1

w
0
i f i ( x) ;

s .t .  f j ( x) ≥εj , j = 1 ,⋯ , p ,

x∈ X

的一个最优解 .

像约束法那样 ,有规律地变动 (ε1 ,⋯ ,εp )的值 ,求解一系列上

述问题 ,可以得到近似的非劣集 .因为此定理的条件较弱 ,混合法

比加权法或约束法方便 .
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5.4  寻求线性多目标规划非劣解的方法

5.4.1  线性多目标规划的单纯形法

  多目标单纯形法 ( multiobjective simplex method)是线性规划

单纯形法在线性多目标规划上的推广 .多目标规划中的目标函数

与约束函数都是线性函数时称为线性多目标规划 .在线性规划中

用单纯形法求极点最优解 ,而在线性多目标规划中用单纯形法求

非劣极点解 ( noninferior ex treme solution ) .

设线性多目标规划为

( VLP ) max  f( x) = cx; (5 .24)

s .t . x∈ X = { x∈ E
n

| Ax = b , x≥ 0} . (5 .25)

其中

f( x) = ( f1 ( x) ,⋯ , fp ( x) )
T

,

b = ( b1 ,⋯ , bm ) T ,

C是 p× n 矩阵 , A 是 m× n 矩阵 ,

且

f i ( x) =∑
n

j = 1

ci j x j , i = 1 ,⋯ , p . (5 .26)  

* )基本可行解的定义与线性规划的基本可行解相同 (见定义 1.1.6 ) .

与单目标线性规划的单纯形法相似 ,也要建立单纯形表 .若已知 x

的一个基本可行解
* )
为 x =

xB

xN

,其中 xB 为基变量部分 , xN 为

非基变量部分 ,相应地 c, A也可以分解为 c = ( cB , cN )与 A = ( B,

N) ,则约束条件 Ax= b可以写成 BxB + NxN = b ,由此式可以推
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出 xB = B - 1 b - B - 1 NxN , 代入 f ( x ) = cx,目标函数可以写成 f

( x) = cBB - 1 b - ( cBB - 1 N - cN ) xN ,因 xN = 0,则 xB = B - 1 b, f

( x) = cBB - 1 b .在极点可行解 x处的向量形式单纯形表为

xB xN 珔b

xB I B - 1 aN B - 1 �b

f 0 �cBB - 1 �N - cN cBB - 1 �b

在极点可行解 x处的数字形式单纯形表为表 T ( x) ,见表 5.3。
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     表  5.3

x1 �⋯ xm xm + 1 �⋯ xn 珔b

x1 U1 �⋯ 0 ey1 ;, m + 1 ⋯ y1 �, n 珔b1 �

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

xm 0 �⋯ 1 eym , m + 1 �⋯ ym , n 珔bm

f1 P0 �⋯ 0 eπ1 >, m + 1 ⋯ π1 �, n f1 �

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

fp 0 �⋯ 0 eπp , m + 1 �⋯ πp , n fp

表中 x1 ,⋯ , x m 是基变量 , xm + 1 ,⋯ , xn 是非基变量 ,珔b为右端项 .

表的前 m 行的含意与线形规划单纯形表相同 (参看表 1.1) ,表的

后面 p 行是检验数行 ,每行是一个目标函数的检验数 .检验数的

定义与线性规划中的相同 .

πl j =
0 ,       j = 1 ,⋯ , m ,

∑
m

k = 1

cl k ykj - ci j ,  j = m + 1 ,⋯ , n ,
l = 1 ,⋯ , p .

  关于线性多目标规划有下述定理 .

定理 5.4.1  设 珔x 是 ( VLP )的一个基本可行解 ,且相应的单

纯形表中第 l 行检验数πl j≥0 , j = 1 ,⋯ , n ,则珔x是单目标规划

max  f l ( x) ;

s .t . x∈ X

的最优解 ,又若πl j > 0 , j = m + 1 ,⋯ , n ,则此最优解是唯一的 ,且

珔x是 (VLP )的非劣解 .

定理 5.4.2  设珔x是 ( VLP )的一个非退化的 (即所有的基变

量 > 0)基本可行解 ,若有一个非基列 j的所有检验数πl j≤0 , l =

1 ,⋯ , p ,且至少有一个 πl j < 0 ,则珔x不是非劣解 .

定理 5.4.3  若珔x是 (VLP )的一个基本可行解 ,且辅助问题
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( SP) max  V = ∑
p

i = 1

δi ; (5 .27)

s .t . f i ( x) - δi = f i (珔x) , i = 1 ,⋯ , p ,

x∈ X ,

δi ≥ 0 , i = 1 ,⋯ , p

(5 .28)

的最优值 max V = 0 ,则珔x 是 ( VLP )的非劣解 ;若 max V > 0 ,则珔x

不是 ( VLP )的非劣解 .

定理 5.4.4  设 珔x 是 ( VLP )的一个非退化的基本可行解 ,若

有两个不同的非基向量 aj 与 aq , Q j 是 x j 进基后所取的值 , Qq 是

xq 进基后所取的值 .若θjπi j≤θqπiq ( i = 1 ,⋯ , p) ,且其中至少有一

个严格不等式成立 ,则 x j 进基优于 xq 进基 .

定理 5.4.5  设 珔x 是 ( VLP )的一个非退化的基本可行解 ,若

第 j列是非基列 ,此列的所有检验数 πi j≥0( i = 1 ,⋯ , p ) ,且其中

至少有一个严格不等式成立 ,则 x j 进基将不会得到非劣解 .

线性多目标规划单纯形算法的计算步骤 :

应用上述定理 ,可以构造求线性多目标规划非劣极点解集的

单纯形法 ,其步骤由图 5.13 给出 .

例 5.4.6  用单纯形法求下述问题的所有非劣极点解 .

max  f( x) =
f1 ( x)

f2 ( x)
=

x1 + 2 x2

3 x1 + x2
;

s .t . x∈ X ,

X = { x∈ E
2

| x1 + x2 ≤ 8 , 2 x1 + x2 ≤ 11 ,

  0 ≤ x1 ≤ 5 , 0 ≤ x2 ≤ 6 } .

  解  加上松弛变量后 ,约束条件可写成
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图  5.13
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x1 + x2 + x3 = 8 ,

2 x1 + x2 + x4 = 11 ,

x1 + x5 = 5 ,

x2 + x6 = 6 ,

x i≥ 0 ,  i = 1 ,⋯ , 6 .

首先找到一个初始基本可行解 x( 1 )
= ( 5 , 1 , 2 , 0 , 0 , 5) ,对应的初始

单纯形表为

x1 �x2 �x3 =x4 �x5 �x6 k珔b

x3 �0 �0 e1 �- 1 �1 �0 M2 �

x2 �0 �1 e0 �1 �- 2 �0 M1 �

x1 �1 �0 e0 �0 �1 �0 M5 �

x6 �0 �0 e0 �- 1 �2 �1 M5 �

f1 �0 �0 e0 �2 �- 3 �0 M7 �

f2 �0 �0 e0 �1 �1 �0 M16 �

(5.29)

在解法的第 4 A 步 (图 5.13 ) , f2 的非基变量检验数 (π24 ,π25 ) =

(1 ,1 ) > 0 , x( 1 )是 f2 的唯一极大点 ,因而是多目标规划的非劣极

点解 .在第 9 A 步 , x5 可以进基 ,在第 13 步 x5 进基 , 得基本可行

解 x( 2 )
= ( 3 , 5 , 0 , 0 , 2 , 1) ,相应的单纯形表为

x1 �x2 �x3 =x4 �x5 �x6 k珔b

x5 �0 �0 e1 �- 1 �1 �0 M2 �

x2 �0 �1 e2 �- 1 �0 �0 M5 �

x1 �1 �0 e- 1 M1 �0 �0 M3 �

x6 �0 �0 e- 2 M1 �0 �1 M1 �

f1 �0 �0 e3 �- 1 �0 �0 M13 �

f2 �0 �0 e- 1 M2 �0 �0 M14 �

(5 .30)

第 6 步解辅助问题 :

max  V = δ1 + δ2 ;
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s .t . x1 + 2 x2 - δ1 = 13 ,

3 x1 + x2 - δ2 = 14 ,

x∈ X ,

δ1 ,δ2 ≥ 0 .

得到 max V = 0 ,因此 x( 2 )是非劣极点解 .在第 9 A 步与第 11 步 ,

x4 可以进基 ,且进基后的新基是未研究过的 .在第 13 步 ,令 x4 进

基 ,基本可行解为 x( 3 )
= (2 ,6 ,0 ,1 ,3 ,0 ) ,单纯形表为

x1 �x2 �x3 =x4 �x5 �x6 k珔b

x5 �0 �0 e- 1 M0 �1 �1 M3 �

x3 �0 �1 e0 �0 �0 �1 M6 �

x1 �1 �0 e1 �0 �0 �- 1 {2 �

x4 �0 �0 e- 2 M1 �0 �1 M1 �

f1 �0 �0 e1 �0 �0 �1 M14 �

f2 �0 �0 e3 �0 �0 �- 2 {12 �

因为 f1 的非基变量检验数 (π13 ,π16 ) = ( 1 , 1 ) > 0 , x( 3 )
是 f1 的唯

一极大点 ,因而是非劣极点解 .直至计算终结 ,得不到其它非劣极

点解 .已经得到的三个非劣极点解 x( 1 ) , x( 2 )与 x( 3 )分别在图 5.14

( a)的 ( x1 , x2 )平面及图 5.14( b)的 ( f1 , f2 )平面上用 B , C, D 三

点表示 .从图可以看出 ,折线 BCD是非劣集 . B , C, D 三点是全部

非劣极点解 .

5.4.2  寻求线性多目标规划相邻非劣极点解的方法

下面介绍求一个非劣极点解的所有相邻非劣极点解的方法 .

这个方法对以后要讲的交互法是有用的 .设已知线性多目标规划

为 (5.24)、( 5.25 ) ,即

( VLP )  max  cx;

s .t .  x∈ X = x∈ E
n

|∑
n

j = 1

ai j x j = bi , i = 1 ,⋯ , m ,
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图  5.14

x j ≥ 0 , j = 1 ,⋯ , n .

其中 c是 p× n 矩阵

定义 5.4.7  设 x( 0 )是 ( VLP )的一个非劣极点解 .满足下列

两个条件的 x( 1 )称为 x( 0 )的相邻非劣极点解 .

(1 ) x( 1 )是由 x( 0 )的一个非基变量 x l 进基后得到的另一个极

点 .

(2 ) 任何 x =αx( 0 )
+ ( 1 - α) x( 1 )

, 0≤α≤1 ,都是 ( VLP )的非

劣解 .

上述非基变量 x l 称为有效变量 ( efficient variable ) , x( 0 )
的所

有有效变量的集称为有效变量集 ( efficien t variable set ) , 记作

J( x
( 0 )

) .

定理 5.4.8  设 x( 0 )
是 ( VLP )的非劣极点解 ,则 x( 1 )

是 x( 0 )
的

相邻非劣极点解的充要条件是

(1 ) x( 1 )
是由 x( 0 )

的一个非基变量 x l 进基后得到的另一个极

点 .

(2 ) 存在 w= ( w1 ,⋯ , wp ) > 0 ,使 x( 0 )
与 x( 1 )
都是加权问题
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P ( w) max  wcx =∑
p

i = 1

w i∑
n

j = 1

ci j x j ,

s .t .  x∈ X

的最优解 .

上述定义 5.4.8 与定理 5.4.9 中的条件使用不方便 , 下面给

出一个求相邻非劣极点解的实用方法 .这里要用到 ( VL P )的单纯

形表 T ( x( 0 )
) (表 5.3 )及加权问题 P( w)在 x( 0 )

的单纯形表中的检

验数

πj = ∑
p

i = 1

w iπi j ,  j = m + 1 ,⋯ , n ,

这里πi j是 ( VLP )单纯形表 T ( x( 0 )
)中的检验数 .

定理 5.4.9  已知 x( 0 )
是 ( VLP )的非劣极点解 , 相应的单纯

形表为 T ( x( 0 ) ) ,若对于某个非基变量 x l ,问题

δl = minεl ;

s .t . -∑
p

i = 1

πi j +εj = 0 , j = m + 1 ,⋯ , n ,

  ∑
p

i = 1

wi = 1 ,

  w i ≥ 0 , i = 1 ,⋯ , p ,

  εi ≥ 0 , j = m + 1 ,⋯ , n .

有最优解 ( w 1 ,⋯ , w p ) > 0 ,且最优值δl = 0 , 则 x l 进基后所得的

极点 x( 1 )
是 x( 0 )
的相邻非劣极点解 , x l 是有效变量 .

用定理 5.4.10 提供的方法 ,逐个检查所有非基变量 , 可以得

到 x( 0 )的所有相邻非劣极点解 .

例 5.4.10  已知 x( 1 )
= 6  0  0

T
是

max  cx =

1 0 1

2 3 0

3 0 - 2

x1

x2

x3

; (5 .31)
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s .t . x1 + x2 ≤ 6 ,

x2 ≤ 3 ,

x1 + x2 - x3 ≥ 4 ,

    x1 , x2 , x3 ≥ 0 .

(5 .32)

的一个非劣极点解 ,求与它相邻的所有非劣极点解 .

解  对三个约束条件引进松弛变量 x4、x5 与 x6 以后 ,可以

得到在 x( 1 )
处的单纯形表 5.4

       表 5.4

x1 �x2 �x3 =x4 �x5 �x6 k珔b

x1 �1 �1 �0 F1 �0 �0 M6 �

x5 �0 �1 �0 F0 �1 �0 M3 �

x6 �0 �0 �1 F1 �0 �1 M2 �

f1 �0 �1 �- 1 F1 �0 �0 M6 �

f2 �0 �- 1 �0 F2 �0 �0 M12 �

f3 �0 �3 �2 F3 �0 �0 M18 �

因为非基变量 x4 的检验数列 ( 1 , 2 , 3 )
T

> 0 ,按定理 5.4.5 , x4 不

能进基 ,只考虑 x2 与 x3 进基的可能性 .对于 l = 2 与 l = 3 分别求

解

δl = minεl ;

s .t .- w1 + w2 - 3 w 3 +ε2 = 0 ,

w1 - 2 w 3 +ε3 = 0 ,

- w1 - 2 w2 - 3 w 3 +ε4 = 0 ,

w1 + w2 + w 3 = 1 ,

      w1 , w 2 , w3 ,ε2 ,ε3 ,ε4 ≥ 0 .

最优解是 ( w1 , w2 , w3 ,ε2 ,ε3 ,ε4 ) =
2
8

,
5
8

,
1
8

, 0 , 0 ,
15
8

, 而且是

l = 2 与 l = 3 两个问题的最优解 ,并有δ2 = 0 ,δ3 = 0 , 根据定理
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5.4.10 , x2 与 x3 都是有效变量 ,有效变量集是 J( x( 1 )
) = {2 , 3 } ,

x2 与 x3 分别进基后得到的极点解 x( 2 )
= ( 3 , 3 , 0 )

T
与 x( 3 )

= ( 6 ,

0 , 2) T 都是 x( 1 )的相邻非劣极点解 .

可以验证 x( i )
, i = 1 , 2 , 3 都是加权问题

P ( w) max F( x) = ∑
3

i = 1

w i f i ( x)

    =
2
8

f1 ( x) +
5
8

f2 ( x) +
1
8

f3 ( x)

    =
1
8

(15 x1 + 15 x2 ) ;

s .t .  x∈ X

的最优解 ,最优函数值为 F( x( 1 )
) = F( x( 2 )

) = F( x( 3 )
) = 90/ 8 .从

图 5.15 也可以看出 , x( 1 )
, x( 2 )
与 x( 3 )
在 F( x)的等值面上 .

图  5.15

5.5  解多目标规划的交互法

交互法 ( interactive method)是一类需要在解题过程中与决策
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者对话的方法 ,通常通过人机对话来实现 ,因为计算量较小 ,有决

策者参加 ,是比较有效的方法 .下面介绍几种交互法 .

5.5.1  Geoffrion方法

Geoffrion方法是非线性规划中 Frank-Wolfe 方法 (简称 F-W

方法 )在多目标规划中的应用 .若线性约束多目标规划为

( VLCP ) max[ f1 ( x) ,⋯ , fp ( x) ] ;

s .t .∑
n

j = 1

ai j x j = bi , i = 1 ,⋯ , m ,

    x j ≥ 0 , j = 1 ,⋯ , n .

可行集 X = { x ∈ En | ∑
n

j = 1

ai j x j = bi , i = 1 ,⋯ , m , x j ≥ 0 ,

j = 1 ,⋯ , n .若已知 ( VLCP )决策者的效用函数 U ( f1 , ⋯ , fp )

(定义 5.2.9 ) ,只要求出非线性规划

max  U ( f1 ( x) ,⋯ , fp ( x) ) ;

s .t .  x∈ X
(5 .33)

的最优解就得到最终解了 .但在很多实际问题中不知道 U 的表达

式 ,但可以得到边际替代率 (见定义 5.2.14 )的信息 ,也就是关于�

U/�x i 的信息 ,利用这些信息使问题得到解决 .此法的每一次迭

代已知一个可行解 x( k )
,然后求解一个线性规划

max  ∑
n

i = 1

� U
�x i x = x

( k) yi ;

s .t . ( y1 ,⋯ , yn ) ∈ X .

(5 .34)

因为不知道
�U
�x i x = x

( k )而有困难 ,但由 (5.6 )可知

� U
�x j

� U
�x l x= x

( k)

= m ( k )
l j ,  l , j = 1 ,⋯ , p ,  j≠ l .
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这里 m
( k )
l j 是边际替代率 ,对某些问题 ,决策者可以提供 m

( k )
l j 的

值 ,则 ( 5.34 )的目标函数可以简化

∑
n

i = 1

� U
�x i x = x

( k) y i = ∑
n

i = 1
∑

p

j = 1

� U
�f j

�f j

�x i x = x
( k) yi

=
� U
�f l x = x

( k)
·∑

n

i = 1
∑

p

j = 1

� U
�f j

� U
�f l x = x

( k)

�f j ( x( k )
)

�x i
yi

=
� U
�f l x = x

( k)∑
n

i = 1
∑

p

j = 1

m( k )
l j
�f j ( x( k )

)
�x i

y i .

这里 l 是 1 ,⋯ , p 中任一数 ,为了方便 ,不妨设 l = 1 , 在忽略常数

因子
� U
�f1 x = x

( k)
以后 , (5.34)可以改写为

max∑
n

i = 1
∑

p

j = 1

m
( k )
1 j
�f j ( x( k )

)
�x i

y i ; (5 .35)

s .t .  ( y1 ,⋯ , yn ) ∈ X . (5 .36)

这里 y i 的系数是已知数 ,这是一个可以求解的线性规划问题 .

Geoffrion 方法的计算步骤 :

(1 ) 求出 ( VLCP )的一个初始可行点 x( 1 )
∈ X ,令 k = 1 .

(2 ) 求搜索方向  在第 k 次迭代 ,将已求出的迭代点 x( k )
的

目标函数值 f j ( x( k )
)提供给决策者 ,并要求决策者考虑 ,在这种水

平的目标下 ,愿意用减少多少单位的 f1 值以换取 f j 增加 1 个单

位 ,这个值就是边际替代率 m
( k )
1 j = -
�f1

�f j
, 请决策者估出所有的

m
( k )
1 j , j = 2 ,3 ,⋯ , p ,并规定 m

( k )
11 = 1 ,然后求出线性规划 ( 5.35 )、

(5.36)的最优解 y( k )
.以 d( k )

= y( k )
- x( k )
作为搜索方向 .

(3 ) 一维搜索  以 λ作为步长因子 , 0≤λ≤1 ,将 [ 0 , 1 ] l 等

分(一般令 l = 10 ) , 把 λ= 0 ,
1
l

,
2
l

, ⋯ , 1 分别代入 ( f1 ( x( k )
+
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λd( k )
) ,⋯ , fp ( x( k )

+λd( k )
) )并得出 l + 1 组目标值 ,请决策者从

中选出最满意的一组 , 记此组的λ值为λ
( k )

,以 λ
( k )
作为最优步

长 .令

x( k + 1 )
= x( k )

+ λ
( k ) d( k )

.

  (4 ) 终止判断  若‖ x( k + 1 )
- x( k )
‖ <ε,则认为 x( k )

是最终

解 ,停止计算 ;否则 ,令 k = k + 1 ,转 ( 2) .

5.5.2  逐步法

逐步法 ( step method ,简记为 STEM )是 1971 年 Benayoun 等

人提出的解线性多目标规划的一种交互式迭代法 .此法是在某种

范数下求距理想点最短的点 .在每次迭代中 ,分析者向决策者提供

试验解及相应的目标函数值 ,请决策者指出哪一个目标值应该增

加 ,哪一个目标值可以减少 .分析者根据决策者的意图 ,增添新的

约束 ,求新的试验解 ,进入下一次迭代 .这样逐步修改 ,直到求出使

决策者满意的最终解为止 .若目标函数的个数是 p ,此法一般只进

行 p 次迭代 . p 次迭代以后仍没有找到满意的解 ,此法失败 ,应该

改用其它方法 .

定义 5.5.1  给定权向量 w = ( w1 , ⋯ , wp ) , w i≥0 , i = 1 ,

⋯ , p ,在 l∞范数下二点 f = ( f1 ,⋯ , fp )与 M = ( m1 ,⋯ , mp )之间

的距离为

‖ f - M‖w
∞ = max

i = 1 ,⋯ , p
{ w i | f i - M i | } .

  设线性多目标规划为

( VLP )  max [ f1 ( x) ,⋯ , fp ( x) ] ;

s .t . x∈ X = x∈ E
n

|∑
n

j = 1

ai j x j = bi , i = 1 ,⋯ , m ,

      x j ≥ 0 , j = 1 ,⋯ , n .

其中
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f i ( x) =∑
n

j = 1

ci j x j , i = 1 ,⋯ , p .

  逐步法的计算步骤 :

(1 ) 建立支付表  求

max f j ( x) ;

s .t . x∈ X

的极大点 xj
, j = 1 ,⋯ , p .建立下述支付表

        表  5 .5

f1 Pf2 g⋯ fp

f1 �( x1 ) f2 �( x1 ) ⋯ fp ( x1 �)

f1 �( x2 ) f2 �( x2 ) fp ( x2 �)

⋯ ⋯ ⋯

f1 �( xp
) f2 �( xp

) ⋯ fp ( xp
)

各列的极大值为 Mj = f j ( xj ) = max
x∈ X

f j ( x) , j = 1 , ⋯ , p , M =

( M1 ,⋯ , Mp )为理想点 .又记各列的极小值为 m j = min
i = 1 ,⋯ , p

f j ( xi
) ,

j = 1 ,⋯ , p .令 k = 1 ,转 ( 2)

(2) 求第 k 次迭代点  在第 k 次迭代时 , 在缩小的可行集

X
( k )

(当 k = 1 时 X
( 1 )

= X , k > 1 时 , X
( k )
由后面 (5.42)给出 )中求

距理想点最近的点 ,即求解

min
x

max
i = 1 , ⋯ , p

{ w j [ Mj - f j ( x) ]} ; (5 .37)

s .t . x∈ X
( k )

.

这里

w j =
αj

∑
p

l = 1

αl

, j = 1 ,⋯ , p . (5 .38)

其中
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αj =

M j - m j

Mj
∑

n

l = 1

c
2
j l

-
1
2 ,  当 Mj > 0 ,

m j - Mj

m j
∑

n

l = 1

c
2
j l

-
1
2 ,  当 Mj ≤ 0 ,

j = 1 ,⋯ , p .

(5 .39)

cj l是线性目标函数 f j ( x)的系数 .由 ( 5.38 )给出的 w j 叫权因子 ,

w j≥0 ,且∑
p

j = 1

w j = 1 .问题 ( 5.37 )是一个极小-极大问题 ,引进新

的辅助变量λ以后 ,这个问题与下述线性规划等价 :

min λ; (5 .40)

s .t . w j [ M j - f j ( x) ] ≤λ, j = 1 ,⋯ , p ,

  x∈ X
( k )

,

  λ≥ 0 .

(5 .41)

求出该问题的最优解 x( k )
及 λ

( k )
, 计算出相应的目标函数值

f1 ( x( k )
) ,⋯ , fp ( x( k )

) .

(3 ) 与决策者对话

把目标函数值 f i ( x( k )
) , i = 1 ,⋯ , p 提供给决策者 .1 ) 若决

策者对这组目标值表示满意 ,则 x( k )
是最终解 ,停止计算 ; 2 ) 若决

策者对所有的目标值都不满意 ,则此法失败 ,停止计算 ; 3 ) 若决策

者对一部分目标值满意 ,对另一部分目标值不满意 ,则进一步要求

决策者在满意的目标中选一个目标 f j
* ,并给出一个可以牺牲的

量Δ f j
* ,意思是愿意让 f j

* ( x( k )
)减少Δ f j

* 以换取其他不满意目

标的增长 .为此 ,添加新约束 ,并令 k = k + 1 ,规定

X
( k )

= { x∈ X
k - 1

| f j
* ( x) ≥ f j

* ( x( k - 1 )
) - Δ f j

* ;

f j ( x) ≥ f j ( x( k - 1 )
) , j = 1 ,⋯ , p , j≠ j

*
} .(5 .42)

令αj
* = 0 .若 k > p ,停止计算 ,此法失败 ;否则 ,转 (2 ) .

例 5.5.2  用逐步法求解多目标规划 ( 5.12 ) , (5.13)
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解  (1 ) 建立支付表

求出
max f1 ( x)

s .t .x∈ X
的最优解 x1

= ( 5 , 0 ) , f1 ( x1
) = 10 , f2 ( x1

) =

- 5 ,再求出
max f2 ( x)

s .t .x∈ X
的最优解 x2

= ( 1 , 5) , f1 ( x2
) = - 3 , f2 ( x2

)

= 14 .支付表是

f1 ;f2 �

10 7- 5 {

- 3 714 {

二列的最大值与最小值是 M1 = 10 , m1 = - 3 , M2 = 14 , m2 = - 5 .

(2 ) 求迭代点

按 (5.38)与 (5.39)计算出 :

α1 = 0 .581 ,α2 = 0 .429 , w 1 = 0 .575 , w2 = 0 .425 .

解下述线性规划

min  λ;

s .t . 0 .575 (10 - 2 x1 + x2 ) - λ≤ 0 ,

   0 .425( 14 + x1 - 3 x2 ) - λ≤ 0 ,

   x∈ X
( 1 )

= X = { x∈ E
2

| - x1 + x2 ≤ 4 ,

          x1 + x2 ≤ 9 , 0 ≤ x1 , x2 ≤ 5} ,

   λ≥ 0 .

得到最优解 x( 1 )
= ( 4 .80 , 4 .20 ) , ( f1 ( x( 1 )

) , f2 ( x( 1 )
) = ( 5 .40 ,

7.80 ) .

(3 ) 与决策者对话

决策者对第一个目标值 f1 ( x( 1 )
) = 5 .40 不满意 , 认为太小

了 ,对 f2 ( x( 1 )
)满意 ,并且认为即使减少 0.5 个单位也可以 ,希望

通过减少 f2 的值来换取提高 f1 的值 ,令 j * = 2 ,Δf j
* =Δ f2 = 0 .
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5 ,按规定αj
* =α2 = 0 .

X ( 2 ) = { x∈ X ( 1 ) | f1 ( x) = 2 x1 - x2 ≥ 5 .40 ,

f2 ( x) = - x1 + 3 x2 ≥ 7 .30} ,

k = k + 2 ,转 (2 ) .

(2 ) 求第二次迭代点

求出α1 = 0 .581 ,已知α2 = 0 ,求出 w1 = 1 , w2 = 0 .求解线性

规划

min  λ;

s .t . 1· (10 - 2 x1 + x2 ) - λ≤ 0 ,

   ( x1 , x2 ) ∈ X( 2 ) ,

   λ≥ 0 .

得到最优解 x( 2 )
= ( 4 .925 , 4 .075 ) , ( f1 ( x( 2 )

) , f2 ( x( 2 )
) ) = ( 5 .

775 , 7 .30 )

(3 ) 与决策者对话

将 x( 2 )与目标值 f1 ( x( 2 ) )与 f2 ( x( 2 ) )提供给决策者 ,决策者

表示满意 ,因此 x( 2 )
是最终解 ,停止计算 .

5.5.3  Zionts-Wallenius方法

这是 Zionts 与 Wallenius 在 1976 年提出的一种交互法 ,主要

用于解线性多目标规划 .

设线性多目标规划为

( VLP ) max f ( x) = cx; (5 .43)

s .t . x∈ X = x∈ E
n

|∑
n

j = 1

ai j x j = bi , i = 1 ,⋯ , m ,

      x j ≥ 0 , j = 1 ,⋯ , n . (5 .44)

其中

f ( x) = ( f1 ( x) ,⋯ , fp ( x) )T ,

·943·



c =

c11 ⋯ c1 n

⋯ ⋯

cp1 ⋯ cpn

.

显然有

f i ( x) = ∑
n

j = 1

ci j x j , i = 1 ,⋯ , p .

假设决策者有 (隐含的 )线性的效用函数

U( f1 ,⋯ , fp ) = ∑
p

i = 1

w i f i ( x) , (5 .45)

其中 w i > 0 , i = 1 ,⋯ , p ,且∑
p

i = 1

w i = 1 , 这里所有 w i 是未知的权

因子 .求此问题的最终解实质上就是求

max U( f1 ( x) ,⋯ , fp ( x) ) =∑
p

i = 1

w i f i ( x) ;

s .t . x∈ X
(5 .46)

的最优解 .这个方法的特点是 ,通过与决策者对话 ,了解关于效用

函数的信息 ,逐步找出合适的权因子 w i ( i = 1 ,⋯ , p ) .每次迭代 ,

求一个非劣极点解 x( k )
及相应的有效变量 (定义 5.4.8 ) x l ,决策

者是否欢迎 x l 进基 ,可以由ΔU > 0 或ΔU < 0 表示 ,这里ΔU 是

当 x l 增加 1 个单位时 U 的增量 , ΔU = - ∑
p

i = 1

πi l w i , 其中 πi l是

x( k )的单纯形表 5.6 中的检验数 .从一系列ΔU 的不等式可得到

一系列 w i 的不等式 ,从而可以逐步缩小 w i 的变化范围 .

表 5.6  单纯形表 T ( x( k ) )

x1 �⋯ xm xm + 1 �⋯ xn 珔b

x1 U1 �⋯ 0 ey1 ;, m + 1 ⋯ y1 �n 珔b1 �

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

xm 0 �⋯ 1 eym , m + 1 �⋯ ym n 珔bm
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f1 P0 �⋯ 0 eπ1 >, m + 1 ⋯ π1 �n f1 �

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

fp 0 �⋯ 0 eπp , m + 1 �πpn fp

  Zionts-Wallenius方法的计算步骤 :

( 1) 令Λ
( 1 )

= { ( w1 ,⋯ , w p )∈ E
p

| w i > 0 , i = 1 ,⋯ , p ,∑
p

i = 1

w i

= 1 } ,任选 ( w
( 1 )
1 ,⋯ , w

( 1 )
p )∈Λ

( 1 )
.令 k = 1 .

(2 ) 用线性规划单纯形法求解加权问题

max∑
p

j = 1

w
( k )
j f j ( x) ;

s .t . x∈ X .

得最优解 x( k )
,它是 ( VLP )的非劣极点解 ,相应的单纯形表是表

5.6 的 T ( x( k )
) .

(3 ) 求有效变量集

用 5.4.2 中的方法求出 x( k )
的所有有效变量及有效变量集

J( x( k )
) .

(4 ) 与决策者对话

每个有效变量 x l 在单纯形表 T ( x( k )
)中有检验数 πi l , i = 1 ,

⋯ , p ,向决策者提问 :“你是否愿意接受 f1 ( x( k )
)减少π1 l个单位 ,

f2 ( x( k )
)减少π2 l个单位 ,⋯ , f p ( x( k )

)减少 πpl个单位 ?”决策者的

回答有三个可能性 :“是”、“否”或“我不知道”.若对于所有的有效

变量 x l∈ J( x( k )
) ,决策者对上述问题的回答都是“否”,表示决策

者不愿改动非劣极点解 x( k )
,则 x( k )
是最终解 ,停止计算 ;否则 ,分

三种情况 :

1) 对回答为“是”的 x l ,构造不等式

∑
p

i = 1

πi l w i ≤ - ε;
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  2) 对回答为“否”的 x l ,构造不等式

∑
p

i = 1

πi l w i ≥ε;

  3 ) 对回答为“我不知道”的 x l , 构造等式∑
p

i = 1

πi l w i = 0 , 转

(5 ) .

(5 ) 求新的权因子

构造 Λ( k + 1 )≤Λ( k ) , ( w 1 ,⋯ , w p )∈Λ( k + 1 )应满足下述条件 :

∑
p

i = 1

πi l w i ≤ - ε,

∑
p

i = 1

πi l w i ≥ε,

∑
p

i = 1

πi l w i = 0 ,

  w i ≥ε, i = 1 ,⋯ , p .

  求一组 ( w
( k + 1 )
1 ,⋯ , w

( k + 1 )
p )∈Λ

( k + 1 )
.令 k = k + 1 ,转 ( 2) .

例5.5.3  用 Zionts-Wallenius 方法求解问题 (5.31) , ( 5.32 ) .

max

f1 ( x)

f2 ( x)

f3 ( x)

= cx =

1 0 1

2 3 0

3 0 - 2

x1

x2

x3

;

s .t . x∈ X = { x∈ E3 | x1 + x2 ≤ 6 , x2 ≤ 3 ,

     x1 + x2 - x3 ≤ 4 , x1 , x2 , x3 ≥ 0} .

  解  一般情况下决策者效用函数的表达式是不知道的 ,但本

例为了说明问题 ,假设它是已知的 ,其表达式为

U ( f1 , f2 , f3 ) = 0 .1 f1 + 0 .8 f2 + 0 .1 f3 .

  下面来求解 .

(1 ) 选定一组初值 w
( 1 )
i =

1
3

, i = 1 , 2 , 3 ,令 k = 1 .
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(2 ) 解加权问题

max∑
3

i = 1

w ( 1 )
i f i ( x) ;

s .t .x∈ X .

得到非劣极点解 x( 1 )
= (6 , 0 , 0 )

T
,相应的单纯形表见上一节的表

5.4 ,此时 ( f1 , f2 , f3 ) = ( 6 , 12 , 18) .

(3 ) 例 5.4.10 已经求出 x( 1 )的有效变量为 x2 与 x3 .

(4 ) 与决策者对话  考虑 x2 进基 ,因为单纯形表中 x2 的检

验数为π12 = 1 ,π22 = - 1 ,π32 = 3 ,问决策者 : 你愿意 f1 减少 1 个

单位 , f2 增加 1 个单位 , f3 减少 3 个单位吗 ? 决策者考虑ΔU =

0 .1( - 1) + 0 .8( 1) + 0 .1( - 3) = 0 .4 > 0 ,效益增长 , 因此回答为

“是”.再考虑 x3 进基 ,因为π13 = - 1 ,π23 = 0 ,π33 = 2 ,问决策者 :

你愿意 f1 增加 1 个单位 , f2 不动 , f3 减少 3 个单位吗 ? 因为ΔU

= 0.1( 1) + 0.8( 0) + 0 .1( - 3 ) = - 0 .2 < 0 ,效益减少 ,回答“否”.

根据这些回答 ,构造不等式组

w1 - w2 + 3 w 3 ≤ - ε,

- w1 + 2 w 3 ≥ε,

w1 + w2 + w3 = 1 ,

w i ≥ε, i = 1 , 2 , 3 .

这里令ε= 0 .01 .

(5 ) 求得上述不等式组的一个可行解 ( w
( 2 )
1 , w

( 2 )
2 , w

( 2 )
3 ) =

(0 .1 ,0 .75 , 0 .1) ,令 k = k + 1 = 2 ,转 (2 ) .

(2 ) 解  

max∑
3

i = 1

w ( 2 )
i f i ( x) ,

s .t . x∈ X .

得非劣极点解 x( 2 )
= 3  3  0

T
,对应的多目标规划单纯形表为
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x1 �x2 �x3 =x4 �x5 �x6 k珔b

x1 �1 �0 e0 �1 �- 1 �0 M3 �

x2 �0 �1 e0 �0 �1 �0 M3 �

x3 �0 �0 e1 �1 �0 �1 M2 �

f1 �0 �0 e- 1 M1 �- 1 �0 M3 �

f2 �0 �0 e0 �2 �1 �0 M15 �

f3 �0 �0 e2 �3 �- 3 �0 M9 �

  ( 3) 求有效变量  x4 的检验数都大于零 ,由定理 5.4.5 x4 不

能进基 , x5 进基后将得到已考虑过的极点 x( 1 )
,应放弃 .经过计

算 ,得到 x3 是有效变量 .

(4 ) 与决策者对话 ,因为 x3 的检验数列为 ( - 1 , 0 , 2 )
T

,问 :

你愿不愿意 f1 增加 1 个单位 , f2 不动 , f3 减少 2 个单位 .因为

ΔU = 0 .1( 1) + 0 .8 (0 ) + 0 .1 ( - 2 ) = - 0 .1 < 0 ,

决策者回答“否”,这样最终解是 x( 2 )
.

5.5.4  代替价值交换法

代替价值交换法 ( surrogate worth t rade-off method)是 Haimes

等人提出的一种交互法 .此法在与决策者对话时 ,要求他对所提供

的非劣解及相应的交换率 ( Lagrange 乘子 )做出评价 ,依据这些评

价 ,再求出新的非劣解 ,直到决策者满意为止 .先介绍预备知识 :

1  Lagrange乘子的一些性质

设多目标规划问题为

( VOP ) max [ f1 ( x) ,⋯ , f p ( x) ] ,

s .t . x∈ X = { x∈ E
n

| gi ( x) ≤ 0 , i = 1 ,⋯ , m} .

对于选定的 k , (VOP )的约束问题是

P k (εk )  max f k ( x) ; (5 .47)
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s .t . f j ( x) ≥εj , j = 1 ,⋯ , p , j≠ k,

  gi ( x) ≤ 0 , i = 1 ,⋯ , m .
(5 .48)

这里εk = (ε1 ,⋯ ,εk - 1 ,εk + 1 ,⋯ ,εp ) ,这些εj 是给定的下界 .对于

给定的εk ,可以求出 Pk (εk )的最优解珔x及相应的 Lagrange 乘子

πkj与μi 满足最优性条件

Δ f k (珔x) +∑
p

j = 1
j≠ k

πk jΔ f j (珔x) - ∑
m

i = 1

μiΔ gi (珔x) = 0 ,

πk j [ f j (珔x) - εj ] = 0 ,πk j ≥ 0 , j = 1 ,⋯ , p , j≠ k,

μi gi (珔x) = 0 ,  μi ≥ 0 , i = 1 ,⋯ , m .

 (5 .49)

  定义 5.5.4  若存在δ> 0 ,使 x *是 ( VOP )在 X∩ N ( x * ,δ)

= { x∈ E
n

|‖ x * - x‖ <δ}内的非劣解 (即不存在另一个 x∈ X

∩ N ( x * ,δ)使 f j ( x)≥ f j ( x * ) , j = 1 ,⋯ , m 成立 ) ,则称 x * 是

( VOP )的一个局部非劣解 ( local noninferior solution ) .局部非劣解

的集叫局部非劣集 .

定理 5.5.5  若问题 ( VOP )中所有 f j 与 gi 都是二阶连续可

微函数 ,珔x 是约束问题 P k (εk )的最优解 ,πk j与μi是相应的 La-

grange乘子 ,他们满足最优性条件 (5.49) ,假设

(1 ) 珔x是 P k (εk )的可行集的正则点 (定义 5.2.16 ) ;

(2 ) 珔x满足 P k (εk )的二阶最优性充分条件 ;

(3 ) 若 gi (珔x) = 0 ,则μi > 0 , i = 1 ,⋯ , m ;

(4 ) f j (珔x) =εj ,且 πk j > 0 , j = 1 ,⋯ , p , j≠ k .

则在目标空间中的点 (珔f1 , ⋯ ,珔f p ) = ( f1 (珔x) ,⋯ , fp (珔x) )的一个邻

域上 , ( VOP )的局部非劣集可以用函数 f k = f k ( f1 ,⋯ , f k - 1 , f k + 1 ,

⋯ , fp )表示 ,且

πkj = -
�f k ( f1 ,⋯ , f k - 1 , f k + 1 ,⋯ , fp )

�f j
, j = 1 ,⋯ , p , j≠ k .
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  上式表示 , Lagrange乘子 πkj是目标 fk 对目标 f j 在局部非劣

集上的交换率 (定义 5.2.13 ) , 即在局部非劣集上 ,当其他目标值

不动时 , f k 对 f j 的变化率是 - πkj .

2  代替价值函数

已知一个非劣解珔x,目标函数值 f1 (珔x) ,⋯ , fp (珔x)及 Lagrange

乘子 πk j以后 ,向决策者提问“在目标值为 f1 (珔x) ,⋯ , fp (珔x)时 ,你

愿意 f j 增加 1 个单位 ,其他目标值不动 , f k 减少πk j个单位吗 ?”决

策者用给代替价值函数 wk j (珔x)赋值来回答问题 .

规定 wk j (珔x) (简记为 w k j )取值的范围是 - 10 到 + 10 之间的

整数 .取值的含意是 :

( 1) 若决策者同意上述交换 ,应给 wk j赋正值 , wk j的值愈大表

示愈赞成 .

(2 ) 若决策者赞成反向的交换 ,即赞成用 f j 减少 1 个单位使

f k 增加πkj个单位 ,应给 wk j赋负值 , | w kj |的值愈大表示愈赞成 .

(3 ) 若对上述两种交换都不赞成 ,令 wk j = 0 .

对这个非劣解珔x,决策者要对 p - 1 个 wk j , j = 1 ,⋯ , p , j≠

k,赋值 .若所有的 w k j (珔x) = 0 ,表示决策者对这组目标值满意 ,珔x

是最终解 ;否则 ,要设法构造出使所有 wk j都等于 0 的非劣解来 .

在 p = 2 时 ,代替价值函数 w21有几何解释 ,在图 5.16 中 , N

是非劣集 , L1 , L2 与 L3 是等效用曲线 , A 是非劣点 ,π21是相应的

拉格朗日乘子 ,π21表示 N 在 A 点的负斜率 .可以看出 ,此斜率比

L1 在 A 点的斜率小 (指绝对值 ) , 因此决策者愿意 f1 增加 , 令

w21 > 0 .而在非劣点 B ,非劣集 N 的斜率比等效用曲线 L1 的斜率

大 ,决策者愿意 f1 减少 ,令 w21 < 0 .

代替价值交换法的计算步骤 :

求解多目标规划 ( VOP )的步骤是 :

(1 ) 求目标函数的极小值与极大值  选一个 f k ( x)作为主要
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图  5.16

的目标函数 ,选定以后 ,就不再改变 .然后 ,分别求

min f j ( x) ;

s .t . x∈ X .
与  

max f j ( x) ;

s .t . x∈ X

的最优解 ,得到 f j ( x)的极小值 m j 与极大值 M j , j = 1 ,⋯ , p , j≠

k .

(2 ) 求非劣解  构造约束问题

P k (εk )  max f k ( x) ;

s .t . f j ( x) ≥εj , j = 1 ,⋯ , p , j≠ k,

  gi ( x) ≤ 0 , i = 1 ,⋯ , m .

这里εk = (ε1 ,⋯ ,εk - 1 ,εk + 1 ,⋯ ,εp ) ,εj = M j -珋εj (给定珋εj > 0 ) ,是

选定的下界 .求 P k (εk )的最优解及相应的 Lagrange乘子πk j ,在一

定的条件下 (定理 5.3.5 或定理 5.3.6 ) ,此最优解是 ( VOP )的非

劣解 .变动参数εj , j = 1 ,⋯ , p , j≠ k ,分别求解 P k (εk ) ,可得一系

列非劣解及相应的 Lagrange乘子 .

(3 ) 决策者给代替价值函数赋值  将上述每个非劣解珔x, 目

标函数值 f j (珔x) , j = 1 ,⋯ , p ,及相应的 Lagrange 乘子πk j ( > 0 )提
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供给决策者 , 要求他对代替价值函数 wk j , j = 1 ,⋯ , p , j≠ k , 赋

值 .

(4 ) 求最终解  若对某个非劣解 ,决策者所赋的 w kj = 0 , j =

1 ,⋯ , p , j≠ k ,则此非劣解是决策者满意的最终解 ,停止计算 .否

则 ,用回归分析方法 ,建立代替价值函数的近似表达式

wk j = ŵ k j ( f1 ,⋯ , f k - 1 , f k+ 1 ,⋯ , fp ) , j = 1 ,⋯ , p , j≠ k .

求解方程组

ŵ kj ( f1 ,⋯ , f k - 1 , f k + 1 ,⋯ , fp ) = 0 , j = 1 ,⋯ , p , j≠ k ,

(5 .50)

得到解 ( f
*

1 ,⋯ , f
*
k - 1 , f

*
k + 1 ,⋯ , f

*
p ) ,令εj = f

*
j , j = 1 , ⋯ , p , j≠

k,求解

max f k ( x) ;

s .t . f j ( x) ≥εj , j = 1 ,⋯ , p , j≠ k ,

  gi ( x) ≤ 0 , i = 1 ,⋯ , m .

得最优解 x * 及相应的 Lagrange 乘子 π
*
k j > 0 , 请决策者对

( f1 ( x* ) ,⋯ , fp ( x * ) )进行评议 .若决策者认为这是最终解 ,停止

计算 ;否则 ,转 (2 ) ,求更多的非劣解 ,重复这个过程 ,直到求出最终

解为止 .

注 1  若 ( 5.50 )无可行解 ,求更多的非劣解 ,继续执行这个算

法 .

注 2  若对某组参数εk , Pk (εk )无解 ,或有最优解但出现某些

πkj = 0 ,此时应抛弃这组参数 ,换一组参数 ,继续执行此算法 .

例 5.5.6  用代替价值函数法求解

max [ f1 ( x) , f2 ( x) , f3 ( x) ] ;

s .t . x∈ X = { x = ( x1 , x2 ) ∈ E
2

| 0 ≤ x1 ≤ 3 , 0 ≤ x2 ≤ 2} ,

其中
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f1 ( x) = - ( x1 - 3 )
2

- ( x2 - 2)
2

,

f2 ( x) = - x1 - x2 ,

f3 ( x) = - x1 - 2 x2 .

  解  (1 ) 选定 f1 ( x)作为主目标函数 .求出 f2 ( x)与 f3 ( x)在

X 上的极小值与极大值为 m2 = - 5 , M2 = 0 , m3 = - 7 , M3 = 0 .

(2 ) 求非劣解  给定ε2 ,ε3 的若干组值满足 m i≤εi≤ Mi , i

= 2 , 3 .求解约束问题

max f1 ( x) = - ( x1 - 3 )
2

- ( x2 - 2 )
2
; (5 .51)

s .t . - x1 - x2 ≥ε2 ,

- x1 - 2 x2 ≥ε3 ,

 ( x1 , x2 ) ∈ X .

(5 .52)

可求非劣解 . 下面给出 9 组有代表性的 (ε2 ,ε3 )的值及相应的最

优解 ( x1 , x2 ) , 最优函数值 f1 及 Lagrange 乘子 π12与 π13 (表

5.7) .

(3 ) 给代替价值函数赋值  将上述各组 ( f1 , f2 , f3 )与相应的

(π12 ,π13 )提供给决策者 ,决策者针对 π12给 w12赋值、针对 π13给

w13赋值 .所赋的值见表 5.7 的最后二列 .
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表  5.7

ε2  = f2 ε3 �= f3 f1 gx1 �x2 Tπ1 2 �π13 �w12 �w1 3 �

- 4 O.65 - 6 �.45 - 0  .063 2 }.85 1 �.8 0 M.2 0 d.1 - 10 �- 5 �

- 4 O.35 - 5 �.975 - 0  .216 2 f.725 1 �.625 0 6.35 0 d.2 - 9 �- 4 �

- 4 O.05 - 5 �.5 - 0  .463 2 �.6 1 �.45 0 M.5 0 d.3 - 7 �- 3 �

- 3 O.75 - 5 �.025 - 0  .801 2 f.475 1 �.275 0 6.65 0 d.4 - 6 �- 3 �

- 3 O.45 - 4 �.55 - 1  .233 2 }.35 1 �.1 0 M.8 0 d.5 - 4 �- 2 �

- 3 O.15 - 4 �.075 - 1  .756 2 f.225 0 �.925 0 6.95 0 d.6 - 2 �- 1 �

- 2 O.85 - 3 �.6 - 2  .373 2 �.1 0 �.75 1 M.1 0 d.7 - 1 �0 �

- 2 O.55 - 3 �.125 - 3  .081 1 f.975 0 �.575 1 6.25 0 d.8 1 �0 �

- 2 O.25 - 2 �.65 - 3  .883 1 }.85 0 �.4 1 M.4 0 d.9 3 �1 �

  (4 ) 求最终解  因为表中各非劣解的 w12与 w13不同时等于

0 ,这些非劣解不是最终解 .根据表 5.7 的数据 ,可以用多元线性回

归构造出函数 w12 ( f2 , f3 )与 w 13 ( f2 , f3 ) ,它们是

w12 ( f2 , f3 ) = 13 .344 + 1 .4 f2 + 2 .744 f3 ,

w13 ( f2 , f3 ) = 6 .641 + 1 .75 f2 + 0 .5442 f3 .

令 w12 ( f2 , f3 ) = 0 与 w13 ( f2 , f3 ) = 0 ,解出

f
*

2 = - 2 .72 , f
*

3 = - 3 .47 .

用ε2 = f
*

2 = - 2 .72 ,ε3 = f
*
3 = - 3 .47 代入约束问题 ( 5.51 )、

(5.52)中的ε2 与ε3 ,并求解这个问题 ,得到 x * = ( 1 .97 , 0 .75 ) ,

相应的 ( f
*
1 , f
*
2 , f
*

3 ) = ( - 2 .623 , - 2 .72 , - 1 .47) ,决策者表示满

意 , x * 是最终解 .

5.6  目 标 规 划

一种特殊的多目标规划叫目标规划 ( goal programming) ,这是美

国学者 Charnes等在 1952 年提出来的 .目标规划的重要特点是对各

个目标分级加权与逐级优化 ,这符合人们处理问题要分别轻重缓
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急、保证重点的思考方式 ,是目前应用很广的一种多目标规划 .

5.6.1  目标规划的一般形式

目标规划与一般多目标规划在形式上有差别 ,先举例说明 .

例5.6.1  某木工小组生产椅子与桌子两种产品 , 每周生产

时间为 48 小时 ,生产一把椅子平均需要 0.4 小时 ,生产一张桌子

需要 1 小时 .根据市场预测 ,椅子的销售量为每周 60 把 ,桌子的销

售量为每周 30 张 .每把椅子的利润为 8 元 ,每张桌子的利润为 20

元 .在制定生产计划时 ,组长提出下述 4 项目标 :

(1 ) 总利润最大 ;

(2 ) 工人加班时间最少 ;

(3 ) 产量不能超过市场预测的销售量 ;

(4 ) 尽可能满足市场需求 .

试建立这个问题的数学模型 .

解  设决策变量为

x1 =每周椅子的产量 ;

x2 =每周桌子的产量 .

在建立模型时 , 与组长 (决策者 )讨论这 4 个目标的优先次序是 :

产量不超过市场预测 ,工人加班时少 ,总利润最大 ,满足市场需求 .

第一优先级目标为产量不超过市场预测 ,即 x1≤60 , x2≤30 .

我们引进偏差变量 d
+
1 , d

-
1 , d

+
2 , d

-
2 ,把上述两个不等式改写为等

式约束条件

x1 + d
-

1 - d
+
1 = 60 , x2 + d

-
2 - d

+
1 = 30 ,

其中 d +
1 与 d +

2 叫正偏差变量 ( positive deviational variables ) , d -
1

与 d -
2 叫负偏差变量 ( negative deviational variables ) ,它们的含意

是

d
+
1 =椅子产量 x1 超过 60 把的偏差量 ;
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d
-

1 =椅子产量 x1 不足 60 把的偏差量 ;

d +
2 =桌子产量 x2 超过 30 张的偏差量 ;

d
-

2 =桌子产量 x2 不足 30 张的偏差量 .

显然 , d +
i ≥0 , d -

i ≥0 ,且 d +
i d -

i = 0 , i = 1 , 2 ,即 d +
i 与 d -

i 中必有

一个等于 0 .例如 ,若椅子产量为 x1 = 70 时 ,则 d
+
1 = 10 , d

-
1 = 0;

若 x1 = 55 ,则 d
+

1 = 0 , d
-

1 = 5 .引进偏差变量以后 ,可将目标 x1≤

60 与 x2≤30 表示成两个极小化问题 min d
+

1 与 min d
+
2 ,并且可

以合并为

min ( d +
1 + d +

2 ) .

这是第一优先级需要完成的任务 .

第二优先级的目标是工人加班时间最少 .因椅子与桌子的每

周产量是 x1 与 x2 ,工人每周工作时间为 0 .4 x1 + x2 小时 ,但规定

的标准是每周工作 48 小时 ,即

0 .4 x1 + x2 + d -
3 - d +

3 = 48 ,

其中 d +
3 为工作超过 48 小时的偏差量 , d -

3 为工作不足 48 小时的

偏差量 .决策者希望工人加班的时间最少 ,即第二优先级需要完成

的任务是

min d
+

3 .

第三优先级的目标是总利润最大 .当产量是 x1 与 x2 时 ,总

利润为 8 x1 + 20 x2 ,假设决策者想像中的最高利润为 1500 元 ,建

立约束条件

8 x1 + 20 x2 + d
-

4 - d
+
4 = 1500 .

决策者希望 d
-

4 尽可能小 ,即

min d
-

4 ,

这是第三优先级需要完成的任务 .

第四优先级目标是希望产量 x1 与 x2 尽可能满足市场需求 ,

从前面已经建立的两个约束条件
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x1 + d
-

1 - d
+
1 = 60 , x2 + d

-
2 - d

+
2 = 30 ,

可以看出 , 这要求 d
-

1 与 d
-

2 尽可能小 .另一方面从顾客的角度

看 ,每张桌子的重要性是每把椅子重要性的两倍 , 因此希望减少

d
-

2 的愿望也是减少 d
-

1 愿望的两倍 .统一考虑 ,第四优先级需要

完成的任务是

min( d -
1 + 2 d -

2 ) .

这里 ,称系数 2 是 d
-

2 的权因子 , d
-

1 的权因子是 1 .

将上述四个极小问题按优先级顺序统一写成

min{ a1 , a2 , a3 , a4 } = { ( d
+
1 + d

+
2 ) , d

+
3 , d

-
4 , ( d

-
1 + 2 d

-
2 ) } .

总结起来 ,这个问题的目标规划模型是 :

min{ a1 , a2 , a3 , a4 } = { ( d
+
1 + d

+
2 ) , d

+
3 , d

-
4 , ( d

-
1 + 2 d

-
2 ) } ;

(5 .53)

s .t . x1 + d
-
1 - d

+
1 = 60 ,   

x2 + d
-
2 - d

+
2 = 30 ,   

0 .4 x1 + x2 + d
-
3 - d

+
3 = 48 ,   

8 x1 +20 x2 + d
-
4 - d

+
4 = 1500 ,   

x1 , x2 ≥0 ,     

d
+
i , d

-
i ≥0 , i = 1 , 2 , 3 , 4 .

(5 .54)

  目标规划的一般形式是

min ( a1 ,⋯ , aK ) = ∑
m

i = 1

v1 i d
-
i + u1 i d

+
i ,⋯ ,∑

m

i = 1

vK i d
-
i + uK i d

+
i ;

(5 .55)

s .t . f i ( x) + d
-
i - d

+
i = bi , i = 1 ,⋯ , m ,

x j ≥0 , j = 1 ,⋯ , n ,

d
-
i , d

+
i ≥0 , i = 1 ,⋯ , m .

(5 .56)

这里 x j , j = 1 ,⋯ , n ,称为决策变量 ( decision variables ) , d +
i 与 d -

i ,
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i = 1 ,⋯ , m ,分别是正偏差变量与负偏差变量 , ak = ∑
m

i = 1

vk i d
-
i +

uk i d
+
i , k = 1 , ⋯ , K , 是 d -

i 与 d +
i 的线性函数 , 称为完成函数

(achievement functions) ,其中 k是优先级 , k的值愈小 ,表示 ak 愈

重要 .极小化要逐级进行 ,在优化 k 级时 , 不允许破坏第 1 , ⋯ ,第

k - 1级的最优性 , K 是优先级的个数 ,系数 vk i与 uk i称为权因子 .

f i ( x)称为目标函数 , bi 称为目标值 ,规定 bi≥0 .称 f i ( x) + d
-
i -

d
+
i = bi 为约束条件 .

当所有的目标函数都是线性函数时 , 即 f i ( x) = ∑
n

j = 1

ai j x j , i

= 1 ,⋯ , m 时 , 称这种目标规划为线性目标规划 ( linear goal pro-

gramming) ;若 f i ( x)中有非线性函数时 ,则称为非线性目标规划 .

在考虑用 f i ( x) + d
-
i - d

+
i = bi 来建立完成函数时 ,会有三

种可能的愿望 (1 ) f i ( x)≥ bi ,或 ( 2 ) f i ( x)≤ bi ,或 ( 3 ) f i ( x) = bi .

这三种可能性分别可以用极小化偏差变量的一个线性函数 (见表

5.8)来完成 .

 表  5.8

fi ( x)≥ bi min d -
i

fi ( x)≤ bi min d+
i

fi ( x) = bi min( d
+
i + d

-
i )

要注意 , 只有当 min d
-
i = 0 时 , 才能实现 f i ( x)≥ bi ; 否则若

min d
-
i > 0 ,就有 f i ( x) < bi ,决策者的愿望不能实现 .其他情况也

类似 .

5.6.2  目标规划的图解法

可以用图解法求解两个决策变量的线性目标规划问题 .
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图解法的计算步骤 :

(1 ) 设有两个决策变量的线性目标规划为

min { a1 ,⋯ , aK } = ∑
m

i = 1

v1 i d
-
i + u1 i d

+
i ,⋯ ,∑

m

i = 1

vK i d
-
i + uK i d

+
i ;

s .t .  ai1 x1 + ai2 x2 + d
-
i - d

+
i = bi , i = 1 ,⋯ , m ,

x1 , x2 ≥ 0 ,       

d
-
i , d

+
i ≥ 0 , i = 1 ,⋯ , m .

在平面上画出直线 ai1 x1 + ai2 x2 = bi , i = 1 ,⋯ , m ,的图形 .

(2 ) 求出第一优先级完成函数 a1 的最优解集合 .

(3 ) 按顺序求出 a2 , a3 ,⋯ , aK 各级的最优解集合 ,求第 k 级

最优解时 ,不能破坏以前各级 ( 1 , 2 , ⋯ , k - 1 级 )的最优性 .第 K

级的最优解就是目标规划的最优解 .

例 5.6.2  用图解法求解下述线性目标规划

min{ a1 , a2 , a3 , a4 } = { ( d
+
1 + d

+
2 ) , d

+
3 , d

-
4 , ( d

-
1 + 1 .5 d

-
2 ) } ;

s .t . x1 + d
-

1 - d
+
1 = 20 ,     

x2 + d -
2 - d+

2 = 40 ,    

x1 + x2 + d
-

3 - d
+
3 = 50 ,    

x1 + x2 + d
-

4 - d
+
4 = 80 ,     

x1 , x2 ≥ 0 ,

d
+
j , d

-
j ≥ 0 , j = 1 , 2 , 3 , 4 .

  解  求解过程用图 5.17 到图 5.20 来表示 ,图 5.17 中的 4 条

直线分别代表 4 个约束条件 , 在图 5.18 中考虑第一优先级

min( d
+
1 + d

+
2 ) ,令 d

+
1 = 0 , d

+
2 = 0 ,画阴影部分满足这个要求 ,是

这个极小值问题的最优解集合 .

然后 , 在第一优先级的最优解集合中 , 求第二优先级的

min d
+

3 的最优解 ,在图 5.18 画阴影部分中找出满足 d
+

3 = 0 的
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图  5.17 图  5.18

点 ,就得到图 5.19 中画阴影部分 ,这是第二优先级的最优解集合 .

考虑第三优先级 min d
-

4 时 ,在不破坏第一、第二优先级的最

优性前提下使 d -
4 最小 ,从图 5.19 的画阴影部分找出使 d -

4 最小

的点 .因为画阴影部分与直线 G4 不相交 , 不可能使 d
-

4 = 0 .线段

AB 上所有的点是使 d
-

4 取极小值的点 .图 5.20 中的 AB 线段表

示第三优先级最优解集合 .

图  5.19 图  5.20
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最后 ,考虑第四优先级 min ( d
-

1 + 1 .5 d
-

2 ) ,要在线段 AB 上

找出 min( d
-

1 + 1 .5 d
-

2 )的解 .希望 d
-

1 与 d
-

2 都尽可能小 ,但 d
-

2

的权因子 1.5 比 d
-

1 的权因子 1 大 , d
-

2 比 d
-

1 重要 ,令 d
-

2 = 0 ,得

到 A 点是最优解 (图 5.20 ) . A 点的坐标是 ( 10 , 40 ) ,此目标规划

的最优解是 x
*
1 = 10 , x

*
2 = 40 .

此时各级完成函数值是

( a1 , a2 , a3 , a4 ) = ( d
+
1 + d

+
2 , d

+
3 , d

-
4 , d

-
1 + 1 .5 d

-
2 )

= (0 , 0 , 30 , 10 ) .

这表明第一、第二级完成函数值都等于零 ,第三、第四级完成函数

值大于零 .因此 ,决策者第一、二两项愿望能够实现 .第三、四两项

愿望不能完全实现 ,但 ( x
*
1 , x
*
2 )已经是最好的结果了 .

5.6.3  目标规划的单纯形法

从上述图解法可以看出 ,求解线性目标规划实际上是求解多

级线性规划 .若每级线性规划都用单纯形法求解就形成目标规划

的单纯形法 .

设线性目标规划为

(GL P) min{ a1 ,⋯ , aK } = ∑
m

i = 1

v1 i d
-
i + u1 i d

+
i ,⋯ ,

         ∑
m

i = 1

vK i d
-
i + uK i d

+
i ; (5 .57)

s .t .∑
n

j = 1

ai j x j + d -
i - d+

i = bi , i = 1 ,⋯ , m ,

x j ≥ 0 , d
+
i , d

-
i ≥ 0 , j = 1 ,⋯ , n , i = 1 ,⋯ , m

  (5 .58)

用单纯形法求解 ,首先要建立单纯形表 ,此表与线性规划的单纯形

表相似 ,不同的是 ,因有 K 级完成函数 ,表中有 K 行写完成函数

的系数 vk i与 uk i (相当于线性规划的目标函数的系数 ) ,及与这 K
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级完成函数对应的 K 行检验数 .设初始单纯形表是表 5.9 .

·863·



表 5.9  初始单纯形表

P1 '⋯ PK

v11 1⋯ v K1 ~

⋯ ⋯

v1 �m ⋯ v Km

P1 �0 �⋯ 0 �v11 ⋯ v1 �m u11 4⋯ u1 �m

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

PK 0 �⋯ 0 �vK1 �⋯ v Km uK1 :⋯ u Km

x1 �xn d -
1 �⋯ d -

m d +
1 �⋯ d +

m

d -
1 �a11 �⋯ a1 �n a1 �, n + 1 ⋯ a1 �, n + m a1 �, n + m + 1 ⋯ a1 �, n + 2 m

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

d -
m am1 �⋯ amn am, n + 1 @⋯ am , n + m am , n + m + 1 �⋯ am, n + 2 Gm

P1 �l11 �⋯ l1 �n l1 �, n + 1 ⋯ l1 �, n + m l1 �, n + m + 1 ⋯ l1 �, n + 2 m

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

PK lK 1 �⋯ l Kn lK, n + 1 8⋯ l K, n + m l K, n + m + 1 �⋯ l K, n + 2 >m

b

b1 �

⋯

bm

a1 �

⋯

aK

其中 P 是 Priority(优先级 )的简写 , Pk 代表第 k优先级 .初始单纯

形表中 ,基矩阵是

a1 , n + 1 ⋯ a1 , n + m

⋯ ⋯

am , n+ 1 ⋯ am , n + m

=

1

w

1

,

d -
1 ,⋯ , d -

m 是基变量 ,其值是 d -
j = bj , j = 1 ,⋯ , m .

a1 , n + m + 1 ⋯ a1 , n + 2 m

⋯ ⋯

am , n + m + 1 ⋯ am , n + 2 m

=

- 1

w

- 1

.

表的上端是各级完成函数的权因子 (系数 ) v ki与 uk i ,同时 ,在表的

左端也列出基变量 d
-
i 的系数 ,表的下部是对应各级完成函数的

检验数 lk j与相应的完成函数 ak 的值 , lk j的计算公式与线性规划

的相同 ,为

lk j =

∑
m

i = 1

v ki ai j , 当 j = 1 ,⋯ , n ,

0 当 j = n + 1 ,⋯ , n + m ,

∑
m

i = 1

v ki ai j - uk , j - n - m , 当 j = n + m + 1 ,⋯ , n + 2 m ,
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k = 1 ,⋯ , K .

对应于基变量的检验数都等于 0 ,即

l1 , n + 1 ⋯ l1 , n + m

⋯ ⋯

lK , n + 1 ⋯ l K , n + m

=

0 ⋯ 0

⋯ ⋯

0 ⋯ 0

.

  例 5.6.3  列出下面目标规划的初始单纯形表

min{ d
-
1 + d

+
2 , d

-
3 , 2 d

-
2 + d

+
3 } ; (5 .59)

s .t . x1 + d
-
1 - d

+
1 = 10 ,

2 x1 + x2 + d
-
2 - d

+
2 = 40 ,

3 x1 + 2 x2 + d
-
3 - d

+
3 = 100 ,

                  x1 , x2 ≥ 0 ,

           d
-
1 , d

-
2 , d

-
3 , d

+
1 , d

+
2 , d

+
3 ≥ 0 .

  

(5 .60)

  解  初始单纯形表为

  表  5.10

P1 AP2 �P3 �

1  

2 �

1 �

P1 o1 |1 d

P2 o1 �

P3 o2 61 �

x1 &x2 �d -
1 �d -

2 Dd -
3 �d+

1 �d +
2 rd +

3 ,

d -
1 \1 �1 |- 1 �

d
-

2 \2 �1 �1 6- 1 �

d
-

3 \3 �2 �1 �- 1 L

P1 o1 �- 1 �- 1 �

P2 o3 �2 �- 1 L

P3 o4 �2 �- 2 �- 1 L

珔b

10 �

40 �

100 �

10 �

100 �

80 �

这里 ,基变量是 d
-

1 , d
-

2 与 d
-

3 ,其值为 d
-

1 = 10 , d
-

2 = 40 , d
-

3 =

100 ,其它自变量都是非基变量 , 都取 0 值 ,完成函数的值是 a1 =
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10 , a2 = 100 , a3 = 80 .

单纯形法的计算步骤 :

(1 ) 建立初始单纯形表 ,令 k = 1 .

(2 ) 检查第 k级完成函数的最优性  若 ak = 0 ,则第 k 级完

成函数已达到最优 ,转 ( 6) ,否则 ,检查第 k 行检验数 lks ,找出满足

条件 1  lks > 0 ,

条件 2  l1 s ,⋯ , lk - 1 , s 中没有负数

的所有 lks ,再求

lks′ = max
s

{ lks | lks > 0 , l1 s ,⋯ , lk - 1 , s 中没有负数} .

若有几个 lks′有相同的值 ,任选其中一个 ,转 ( 3 ) ;若不存在满足条

件 1 , 2 的 lks ,表示第 k级完成函数已达到最优 ,转 ( 6) .

(3 ) 令第 s′列的变量为进基变量 .

(4 ) 确定出基变量 ,求出

bi′

ai′s′
= min

i

bi

ais′
ais′ > 0 .

令第 i′行的变量为出基变量 .若 i不止一个 ,任选其中一个 (在理

论上说 ,可能导致循环 ,但实际上几乎不可能发生 ) .

(5) 建立新的单纯形表  用消去变换将第 s′列变为单位向

量 .具体做法是 :

1) 将第 i′行的所有元素除以 ai′s′后 ,放入新表的第 i′行 ,即

珔ai′s =
ai′s

ai′s′
, s = 1 ,⋯ , n + 2 m ,

珔bi′ =
bi′

ai′s′
.

  2) 将所有各行 (包括检验数行 ,但第 i′行除外 )加上 i′行的若

干倍 ,使此行第 s′列处的元素变为 0 ,将结果放入新表 ,即令
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珔ais = ais -
ais′

ai′s′
ai′s ,

珔bi = bi -
ai s′

ai′s′
b′i ,

  
i = 1 ,⋯ , m , i≠ i′,

s = 1 ,⋯ , n + 2 m ,

珋l ks = lks -
l ks′

ai′s′
ai′s ,

珔ak = ak -
lks′

ai′s′
ai′,

 
k = 1 ,⋯ , K ,

s = 1 ,⋯ , n + 2 m .

转 (2 ) .

(6 ) 准备进行下一优先级的优化  令 k = k + 1 ,若 k > K ,则

停止计算 ,已经得到最优解 ;否则 ,转 ( 2) .

例 5.6.4  用单纯形法解线性目标规划 ( 5.53 )、(5.54)

min{ a1 , a2 , a3 , a4 } = { ( d
+
1 + d

+
2 ) , d

+
3 , d

-
4 , ( d

-
1 + 2 d

-
2 ) } ;

s .t . x1 + d
-
1 - d

+
1 = 60 ,

x2 + d
-
2 - d

+
2 = 30 ,

0 .4 x1 + x2 + d
-
3 - d

+
3 = 48 ,

8 x1 +20 x2 + d -
4 - d+

4 = 1500 ,

    x1 , x2 ≥ 0 ,

    d
+
i , d

-
i ≥ 0 , i = 1 ,⋯ , 4 .

  解  此问题有 2 个决策变量与 8 个偏差变量 , n = 2 , m = 4 ,

完成函数有 4 个优先级 , K = 4 .

(1 ) 建立初始单纯形表 5.11 .这里 ,基变量为 d -
i , i = 1 ,⋯ ,

4 , ( d
-

1 , d
-

2 , d
-

3 , d
-

4 ) = ( 60 , 30 , 48 , 1500 ) ,完成函数值 ( a1 , a2 ,

a3 , a4 ) = ( 0 , 0 , 1500 , 120 ) .令 k = 1 .

  (2 ) 因为 a1 = 0 ,第一优先级已达到最优 ,转 ( 6) .

(6 ) k = k + 1 = 2 ,因为 k < K ( = 4 ) ,转 (2 ) .

  (2 ) 因为 a2 = 0 ,第二优先级也达到最优 ,转 ( 6) .
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(6 ) k = k + 1 = 3 ,因为 k < K ,转 ( 2) .

  (2 ) 因 a3 = 1500 > 0 ,检查第 k( = 3 )行检验数 ,此行有 2 个检

验数 8 与 20 符合条件 1 , 2 .求出其中的极大值

lks′ = max {8 , 20} = 20 ,

这里 k = 3 , s′= 2 ,转 (3 ) .
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表 5.11  初始单纯形表

P1 *P2 �P3 �P4 X

1 7

2 7

1 }

P1 �1 �1 �

P2 �1 {

P3 �1 M

P4 �1 �2 �

x1 �x2 �d -
1 -d -

2 �d -
3 �d -

4 [d+
1 �d +

2 �d +
3 �d+

4 C

d
-

1 1 �1 �- 1 5

d -
2 ① 1 �- 1 �

d -
3 0 }.4 1 e1 �- 1 �

d
-

4 8 �20 |1 M- 1 c

P1 �- 1 5- 1 �

P2 �- 1 �

P3 �8 �20 |- 1 c

P4 �1 �2 e- 1 5- 2 �

珔b

60 �

30 �

48 �

1500 4

0 �

0 �

1500 4

120 �

  (3 ) 令第 s′( = 2 )列非基变量 x2 进基 .

(4 ) 求出

bi′

ai′s′
= min

30
1

,
48
1

,
1500

20
=

30
1

,

这里 i′= 2 , s′= 2 ,令第 i′( = 2 )行变量 d
-

2 出基 .

(5 ) 做消去变换 ,建立新单纯形表 .

1) 因为 ai′s′= a22 = 1 ,第 2 行的元素不动 ,基变量改为 x2 ,因

各级完成函数中 x2 的权因子都是 0 , 新表的右端也做相应的改

动 .

2) 用第 2 行乘以 - 1 ,加到第 3 行 ;用第 2 行乘以 - 20 加到第

4 行 ;用第 2 行乘以 - 20 加到 P3 行 (即第 3 行检验数 ) ;用第 2 行

乘以 - 2 加到 P4 行 (即第 4 行检验数 ) ;其它行不变 , 得到新单纯

形表 5.12 ,转 ( 2) .

( 2) 检查表 5.12 的第 k( = 3 )行的检验数 ,符合条件 1 , 2 的只

有 lks′= 8 ,这里 k = 3 , s′= 1 .
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表  5.12

P1 *P2 �P3 �P4 X

1 7

1 }

P1 �1 �1 �

P2 �1 {

P3 �1 M

P4 �1 �2 �

x1 �x2 �d -
1 -d -

2 �d -
3 �d -

4 [d+
1 �d +

2 �d +
3 �d+

4 C

d
-

1 1 �1 �- 1 5

x2 �1 e1 �- 1 �

d -
3 ○0 �.4 - 1 �1 �1 �- 1 �

d
-

4 8 �- 20 �1 M20 �- 1 c

P1 �- 1 5- 1 �

P2 �- 1 �

P3 �8 �- 20 �20 �- 1 c

P4 �1 �- 2 �- 1 5

珔b

60 �

30 �

18 �

900 �

0 �

0 �

900 �

60 �

  (3 ) 令第 s′( = 1 )列的非基变量 x1 进基 .

(4 ) 确定出基变量 .计算

bi′

ai′s′
= min

60
1

,
18

0 .4
,
900
8

=
18

0 .4
,

这里 i′= 3 , s′= 1 .令第 3 行的基变量 d
-

3 出基 .

(5 ) 做消去变换 , 建立新单纯形表 .以 0.4 为主元素 , 对单纯

形表 5.12 做消去变换 ,得到新单纯形表 5.13 ,转 ( 2) .

  (2 ) 检查表 5.13 的 P3 行检验数 ,这一行的检验数都不符合

条件 1 , 2 .第 3 级达到最优 ,转 ( 6) .

(6 ) k = k + 1 = 4 , k≤ K ( = 4) ,转 ( 2) .

(2 ) 检查表 5.13 的 P4 行检验数 ,只有 l ks′= 0 .5 符合条件 1 ,

2 ,这里 k = 4 , s′= 4 .

(3 ) 令第 s′( = 4 )列的非基变量 d
-

2 进基 .

(4 ) 计算

bi′

ai′s′
= min

15
2 .5

,
30
1

=
15
2 .5

,
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表  5.13

P1 �P2 �P3 (P4 �

1 �

1 �

P1 X1 c1 K

P2 X1 3

P3 X1 �

P4 X1 �2 �

x1 x2 �d
-

1 &d
-

2 �d
-

3 �d
-

4 �d
+

1 qd
+

2 Yd
+

3 Ad
+

4 )

d
-

1 E1 �○2 �.5 - 2 �.5 - 1 �- 2 K.5 2 �.5

x2 U1 |1 �- 1 y

x1 U1 �- 2 �.5 2 �.5 2 �.5 - 2 3.5

d
-

4 E- 20 �1 �20 J- 1 I

P1 X- 1 �- 1 y

P2 X- 1 a

P3 X- 20 �20 J- 1 I

P4 X0 �.5 - 2 �.5 - 1 �- 2 K.5 2 �.5

珔b

15 �

30 �

45 �

540 �

0 �

0 �

540 �

15 �

这里 i′= 1 , s′= 4 .令第 1 行的基变量 d
-

1 出基 .

(5 ) 做消去变换 ,建立新单纯形表 .以第 1 行第 4 列元素 2.5 作

主元素 ,对表 5.13做消去变换 ,得到新的单纯形表 5.14 ,转 (2) .

表  5.14

P1 �P2 �P3 (P4 �

2 �

1 �

P1 @1 K1 b
P2 @1 y
P3 @1 z
P4 @1 &2

x1 �x2 kd
-

1 5d
-

2 �d
-

3 �d
-

4 �d
+

1 Zd
+

2 qd
+

3 �d
+

4 Y

d
-

2 .0 �.4 1 - 1 �- 0 L.4 - 1 �1 y

x2 =1 M- 0 '.4 1 �0 �.4 - 1 �

x1 =1 �1 &- 1 z

d
-

4 .- 20 �1 z20 �- 1 y
P1 @- 1 z- 1 �
P2 @- 1 �
P3 @- 20 �20 �- 1 y
P4 @- 0 '.2 - 2 �- 0 L.8 - 2 �2 y

珔b

6 �

24 �

60 �

540 �

0 �
0 �

540 �
12 �
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  (2 ) 检查表 5.14 中 P4 行的检验数 .这一行的检验数都不满

足条件 1 , 2 .第 4 级已经达到最优 ,转 ( 6) .

(6 ) k = k + 1 = 5 ,因为 k > K ( = 4 ) ,已经找到最优解 ,停止计

算 .

最后找到的最优解是 x
*
1 = 60 , x

*
2 = 24 .在例 5.6.1 中 ,此最

优解表示 ,这个木工小组每周应该生产椅子 60 把、桌子 24 张 .在

单纯形表 5.14 中 ,各级完成函数值是

( a1 , a2 , a3 , a4 ) = ( d
+
1 + d

+
2 , d

+
3 , d

-
4 , d

-
1 + 2 d

-
2 )

= ( 0 , 0 , 540 , 12 ) .

这表明 ,木工小组的第一优先级的目标 ,即产量不超过市场预测

量 ,可以完成 .第二优先级目标 ,即工人加班时间尽量少 ,也可以完

成 .第三优先级的目标 ,即总利润为 1500 元 , 没有达到 ,还差 540

元 .第四优先级的目标 ,即尽量满足市场需求 ,没有达到 .虽然如

此 ,但在规定的优先级顺序下 ,这组解已经是最好的了 .
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6  对 策 论

6.1  矩 阵 对 策

6.1.1  引言

  对策论的发展和研究内容

对策论 ( game theory) 成为数学的一个分支 ,始于 1944 年 .这

一年 , J .von Neumann 和 O .Morgenstern 出版了奠基性的经典著

作 Theory of Games and Economic Behavior ,第一次给对策 ( game)

以明确的数学描述 ,对有关对策的一些理论作出了系统的论证 ,并

且讨论了对策在经济学上的一些应用 .

对策论是研究两个或两个以上参加者在对抗性或竞争性局势

下如何采取行动 ,作出有利于己方的决策的数学理论 .也就是在两

个或多个参加者相互之间利害有冲突的情况下 ,各个参加者应如

何分析各方面的局势 ,权衡利弊 ,以决定采取怎样的行动的数学理

论 .各方面的利害关系可为对抗性或竞争性的 ,每方只能控制部分

局势 (变量 ) ,有时也不排除部分参加者之间有所合作 ,最终的目的

是各自作出抉择 ,以期得到一个对己方最有利的结局 .

从 1944 年到现在 ,对策论在理论和应用方面都有了不少发

展 .在理论方面 , 从最初的零和二人对策 ( zero-sum two-person

game)发展到非零和 n人对策 ( non-zero-sum n-person game) ;最近

10 多年来特别在 n人合作对策 ( n-person cooperative game)方面

的研究有很大的进展 .在应用方面 ,从最初的经济学领域扩展到军

事、政治、社会学、心理学等问题 ,近年来又回到了经济学方面 ;但
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主要还是定性的研究 .

矩阵对策 ( matrix game)是最基本的一类对策 .为了有比较直

观的了解 ,首先通过几个简单的例子来说明一些有关的基本概念 .

例 6.1.1  配钱币游戏

两个参加者 ,称为局中人 ( player) 1 和 2 ,各拿出一枚钱币 .在

不让对方看见的情况下 ,将钱币出示给对方 .如果两个钱币都呈正

面或都呈反面 ,则局中人 1 得 1 分 ,局中人 2 得 - 1 分 ;或者说 ,局

中人 2 输给局中人 1 一个单位 .如果两个钱币一正一反 ,则局中人

1 和 2 分别得 - 1 和 1 分 ;或者说 ,局中人 1 输给局中人 2 一个单

位 .

可以用一个方阵来表示这些结果 :

      局中人 2 @

 

局中人 1 Y

1 �(正面) 2 �(反面 )

1 6(正面 )  1 �- 1 �

2 6(反面 ) - 1 � 1 �

  我们说 ,局中人 1 和 2 各有两个策略 ( strategy) .每个局中人

的第 1 个策略表示选择出示钱币的正面 ,第 2 个策略表示选择反

面 .

这种游戏就是一个对策 .所谓对策 ,就是一组规则 ,它指明了

整个游戏 (或竞赛、或竞争、或斗争 )自始至终所应遵循的各项规定

和章程 ,包括局中人、策略、选定策略后的结局等 .

上列表格称为对策的支付矩阵 ( payoff matrix) ,它是两个局中

人的策略的函数 .例如 ,若局中人 1 出反面 (策略 2 ) ,局中人 2 也

出反面 (策略 2 ) ,则在上表中第 2 行第 2 列处的元素 1 就是局中

人 2 应该付给局中人 1 的数目 (例如以元为单位 ) ;我们说 ,局中人

1 得到支付 ( payoff) 1 .又如局中人 1 选择策略 1 (正面 ) , 局中人 2
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选择策略 2(反面 ) ,这时第 1 行第 2 列的元素是 - 1 ,表示局中人 1

得到支付 - 1 ,就是局中人 1 输掉 1 个单位 ;换句话说 ,局中人 2 从

局中人 1 处赢进 1 个单位 .

例 6.1.2  “锤子、剪刀、布”游戏

每个小孩都玩过这种游戏 .锤子胜剪刀 ,剪刀胜布 ,布胜锤子 .

这里也是两个局中人 : 局中人 1 和局中人 2 .每人有 3 个策略 : 策

略 1 代表出锤子 ,策略 2 代表出剪刀 ,策略 3 代表出布 .假设胜者

得 1 分 ,负者得 - 1 分 ,则支付矩阵是

局中人 2 *

局中人 1 q

1 �2 {3 L

1 �0 �1 {- 1 L

2 �- 1 �0 {1 L

3 �1 �- 1 {0 L

  例 6.1.3  局中人 1 从 p = 0 , 1 , 2 , 3 四个数中选出一个数 ,局

中人 2 在不知道局中人 1 出什么数的情况下从 q = 0 , 1 , 2 三个数

中选出一个数 .局中人 1 得到的支付 (即局中人 2 付给局中人 1 的

数目 )由下式决定 :

P = q2 - p2 + 2 pq .

  这是一个二人对策 .局中人 1 有 4 个策略 ,局中人 2 有 3 个策

略 .支付矩阵如下 :

局中人 2 *

局中人 1 q

p
q  0 �1 {2 L

0 �0 �1 {4 L

1 �- 1 �2 {7 L

2 �- 4 �1 {8 L

3 �- 9 �- 2 {7 L

·373·



  在以上三个例子里 , 都有 1 , 2 两个局中人 , 都有一个支付矩

阵 .每个局中人有若干个策略 ;局中人 1 的策略用支付矩阵的行数

来表示 ,局中人 2 的策略用支付矩阵的列数来表示 .每个局中人选

定一个策略后 ,支付矩阵中有一个对应的元素 ,它代表局中人 2 应

当付给局中人 1 的支付值 .正的支付值表示局中人 1 得到的支付

是正值 ,这就是说 ,局中人 1 从局中人 2 处赢进若干个单位 .反之 ,

负的支付值表示局中人 1 从局中人 2 处得到的是负值 ,这就是说 ,

局中人 1 被局中人 2 赢得若干个单位 .

6.1.2  矩阵对策

定义 6.1.4  设局中人 1有 m 个策略 i = 1 ,⋯ , m;局中人 2

有 n 个策略 j = 1 ,⋯ , n .设局中人 1 ,2 分别选择策略 i和 j 时 ,局

中人 1 从局中人 2 处得到的支付是 ai j ,则支付矩阵是

A = ( ai j ) m× n .

对策由上列矩阵完全确定 .这种对策叫做矩阵对策 ( matrix

game) .{1 , ⋯ , m }和 {1 , ⋯ , n }分别是局中人 1 和 2 的策略集

( st rategy set ) .

ai j是局中人 1 得到的支付 , 局中人 2 得到的支付则是 - ai j .

这就是说 ,局中人 1 得到的就是局中人 2 付出的 .由于参加者只有

两个 ,而且在任何情况下双方得到的支付之和为零 , 即 ai j + ( -

ai j ) = 0 ,这种对策是零和二人对策 .

局中人 1 希望支付越大越好 , 局中人 2 则相反 ,他希望支付

ai j越小越好 ,即 ( - ai j )越大越好 .但是 ,在支付矩阵 ( ai j )中 ,每个

局中人只能控制两个变量 i 和 j 中的一个 :局中人 1 只能控制变

量 i ,局中人 2 只能控制变量 j .

如果局中人 1 选定一个策略 i ,则他至少可以得到支付

min
1≤ j≤ n

ai j .
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这就是支付矩阵第 i 行的最小元素 .由于局中人 1 希望支付值尽

可能地大 ,他可以选择 i使上式为最大 .即 ,他可以使支付不小于

max
1≤ i≤ m

min
1≤ j≤ n

ai j . ( 6 .1)

  同理 ,如果局中人 2 选定一个策略 j ,则局中人 1 得到的支付

至多是

max
1≤ i≤ m

ai j .

这是支付矩阵第 j列的最大元素 .由于局中人 2 希望支付值尽可

能地小 ,他可以选择 j使上式为最小 ,这就是说 ,他可以使局中人

1 得到的支付不大于

min
1≤ j≤ n

max
1≤ i≤ m

ai j . ( 6 .2)

  (6.1 )就是支付矩阵各行最小值中的最大者 , ( 6.2 )则是其各

列最大值中的最小者 .容易看出 , 在例 6.1.1 和例 6.1.2 的对策

中 ,都有

- 1 = max
1≤ i≤ m

min
1≤ j≤ n

ai j < min
1≤ j≤ n

max
1≤ i≤ m

ai j = 1;

而在例 6.1.3 的对策中 ,则有

max
1≤ i≤ m

min
1≤ j≤ n

ai j = 0 = min
1≤ j≤ n

max
1≤ i≤ m

ai j .

  在一般情形 ,对于任意 m× n 矩阵对策

A = ( ai j ) ,

必有

max
1≤ i≤ m

min
1≤ j≤ n

ai j ≤ min
1≤ j≤ n

max
1≤ i≤ m

ai j . ( 6 .3)

  当上式中等号成立时 ,即

max
1≤ i≤ m

min
1≤ j≤ n

ai j = min
1≤ j≤ n

max
1≤ i≤ m

ai j = v ( 6 .4)

时 ,称这个值 v 为对策的值 ( value) .此时 ,必有一个 i = i
*
和一个

j = j
*

,使

ai j
* ≤ ai

*
j
* = v≤ ai

*
j . ( 6 .5)

对于一切 i 和一切 j成立 .这就是说 ,如果局中人 1 采用策略 i
*

,
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则若局中人 2 选择 j
*
以外的策略 ,支付值不可能小于 v;如果局

中人 2 采用策略 j
*

,则若局中人 1 选择 i
*
以外的策略 ,支付值不

可能大于 v .

i
*
和 j
*
分别称为局中人 1 和 2 的最优策略 ( optimal strate-

gy) . ( i
*

, j
*

)是对策的一个鞍点 ( saddle poin t ) ,或称为对策的一

个解 ( solution) .

定理 6.1.5  如果 ( i
*

, j
*

)和 ( i°, j°)都是 m× n 矩阵对策 A

= ( ai j )的鞍点 ,则 ( i
*

, j°)和 ( i°, j
*

)也都是它的鞍点 ,并且

ai
*

j
* = ai°j° = ai

*
j° = ai°j

* .

  这个定理说明了若矩阵对策有鞍点 ,且鞍点不止一个 ,则它具

有两个性质 : 一是鞍点的可交换性 ,或称为矩形性质 ( rectangular

property) ,二是鞍点处的值都相等 .

6.1.3  混合策略

若矩阵对策 A = ( ai j )没有鞍点 ,即当

max
1≤ i≤ m

min
1≤ j≤ n

ai j < min
1≤ j≤ n

max
1≤ i≤ m

ai j

时 ,6.1.2 中所述的值和解不存在 .现引入混合策略的概念 .

为了避免让对方猜出自己采用哪一个策略 ,局中人 1 可以用

一种随机的方法来决定自己要选择的策略 ,也就是采用一个混合

策略 .

定义 6.1.6  局中人 1 的混合策略 ( mixed st rategy )是满足

x i ≥ 0 , i = 1 ,⋯ , m  和  ∑
m

i = 1

x i = 1 的 m维向量

X = ( x1 ,⋯ , xm ) .

以 S m 记全体 X 的集 .同样 ,局中人 2 的混合策略是满足 y j≥0 ,

j = 1 ,⋯ , n和∑
n

j = 1

yj = 1 的 n 维向量

Y = ( y1 ,⋯ , yn ) .
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以 S n 记全体 Y 的集 .

局中人 1 以概率 x i 选择策略 i ,局中人 2 以概率 yj 选择策略

j .这时 ,支付为 ai j的概率是 x i yj .每一个支付 ai j乘以相应的概率

x i yj ,对所有的 i和所有的 j求和 ,就得到局中人 1 的期望支付 ( ex-

pected payoff)

∑
m

i = 1
∑

n

j = 1

ai j x i yj = XAYT
.

  局中人 1 希望这个期望支付越大越好 ,局中人 2 则希望它越

小越好 .如果局中人 1 选用策略 X∈ Sm ,他的期望支付至少有

min
Y∈ S

n

XAYT
.

局中人 1 可以选择 X∈ S m 使上式为最大 .这就是说 ,他可以使自

己得到的期望支付不小于

v1 = max
X∈ S

m

min
Y∈ S

n

XAYT
. ( 6 .6)

  如果局中人 2 选用策略 Y∈ Sn ,他应当付出的期望支付至多

是

max
X∈ S

m

XAYT
.

局中人 2 可以选择 Y∈ Sn 使上式为最小 .这就是说 ,他可以使局

中人 1 得到的期望支付不大于

v2 = min
Y∈ S

n

max
X∈ S

m

XAYT
. ( 6 .7)

  J .von Neumann 首先证明了对于一切 m× n 矩阵对策 A =

( ai j ) ,值 v1 和 v2 存在且相等 .这一结果就是著名的对策论基本

定理 ,或者叫做最小最大值定理 ( minimax theorem ) .

定理 6.1.7  ( von Neumann定理 )  对于任意 m× n 矩阵对

策 A = ( ai j ) ,

max
X∈ S

m

min
Y∈ S

n

XAYT
= min

Y∈ S
n

max
X∈ S

m

XAYT
.

  (6.5 )是纯策略 ( pure strategy )下鞍点的定义 .对于混合策略 ,

·773·



也有类似的鞍点的概念 .

定义 6.1.8  设 X * ∈ S m , Y * ∈ Sn .如果对于一切 X∈ Sm

和一切 Y∈ Sn 有

XAY * T
≤ X * AY * T

≤ X * AYT
,

则称 ( X * , Y * )是 m× n 矩阵对策 A = ( ai j )的一个鞍点 (在混合

策略意义下 ) .

下面的定理表明鞍点存在和最小最大值定理的等价性 .

定理 6.1.9  m× n 矩阵对策 A = ( ai j )有鞍点的充要条件是

(6.6 )和 ( 6.7)存在且相等 .

我们将定理 6.1.7 中等式的左右两边改写成下列等价形式 :

max
X∈ S

m

min
Y∈ S

n
∑

n

j = 1
∑

m

i = 1

ai j x i y j

= max
X∈ S

m

min
1≤ j≤ n
∑

m

i = 1

ai j x i ,

min
Y∈ S

n

max
X∈ S

m
∑

m

i = 1
∑

n

j = 1

ai j yj x i

= min
Y∈ S

n

max
1≤ i≤ m
∑

n

j = 1

ai j yj ,

于是最小最大值定理 6.1.7 就可以写成下面较简单实用的形式

了 :

max
X∈ S

m

min
1≤ j≤ n
∑

m

i = 1

ai j x i

= min
Y∈ S

n

max
1≤ i≤ m
∑

n

j = 1

ai j y j . ( 6 .8)

6.1.4  最优策略及其性质

设 m× n 矩阵对策的支付矩阵是 A = ( ai j ) .由定理 6.1.7 和

定理 6.1.9 可知 ,鞍点必定存在 .设 ( X * , Y * )是一个鞍点 ,即
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XAY * T
≤ X * AY * T

≤ X * AYT

对于一切 X∈ S m 和一切 Y∈ Sn 成立 .

我们称 X * 和 Y * 分别是局中人 1 和 2 的最优策略 ,并称

X * AY * T
是对策的值 .这就是说 ,在鞍点 ( X * , Y * )处 ,对策的期

望支付就是对策的值 .也称 ( X * , Y * )是对策的一个解 .由定理

6.1.9 可知 ,对策的值就是

v1 = max
X∈ S

m

min
Y∈ S

n

XAYT

和

v2 = min
Y∈ S

n

max
X∈ S

m

XAYT

的共同值 v .

鞍点的定义

XAY * T
≤ X * AY * T

≤ X * AYT

表明 ,只要局中人 1 坚持采用他的最优策略 X * ,则不论局中人 2

选择什么策略 ,局中人 1 的期望支付不会少于 X * AY * T
, 这个

X * AY * T就是对策的值 ;同样 ,只要局中人 2 坚守他的最优策略

Y * ,则不论局中人 1 选择什么策略 , 都不能使期望支付超过

X * AY * T
.

我们采用一些常见的矩阵记号 .

以 Ai·表示 m× n 矩阵 A的第 i 个行向量 ,以 A· j表示 A 的

第 j个列向量 ,则

XA·j = ∑
m

i = 1

ai j x i ,

Ai·YT
= ∑

n

j = 1

ai j yj .

第一个式子表示局中人 1 采用混合策略 X 而局中人 2 采用纯策

略 j时的期望支付 ;第二个式子表示局中人 1 采用纯策略 i而局

中人 2 采用混合策略 Y 时的期望支付 .
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下面是最优策略的两个最主要的性质 .

定理 6.1.10  设 m× n 矩阵对策 A = ( ai j )的值是 v .

(1 ) 设 Y * 是局中人 2 的一个最优策略 .如果对于某个 i 有

Ai·Y * T
< v ,则在局中人 1 的任一个最优策略 X * 中必有 x

*
i = 0 .

(2 ) 设 X * 是局中人 1 的一个最优策略 .如果对于某个 j 有

X * A· j > v ,则在局中人 2 的任一个最优策略 Y * 中必有 y
*
j = 0 .

这个定理的 (1 )告诉我们 , 如果已知对策的值是 v ,并且 Y *

是局中人 2 的最优策略 ,若局中人 1 采用纯策略 i 时他的期望支

付达不到 v ,则纯策略 i是不可取的 ,在局中人 1 的任何一个最优

策略 X * 中一定不会包含这个纯策略 .换一种说法 ,即 : 如果已知

局中人 1 的某个最优策略 X * 中有 x
*
i > 0 ,则必有 A i· Y * T

= v .

定理中 (2 )的意义与此类似 .

定理 6.1.11  设 m× n 矩阵对策 A = ( ai j )的值是 v .

(1 ) X * ∈ S m 是局中人 1 的最优策略的充要条件是

X * A· j ≥ v ,  j = 1 ,⋯ , n .

  (2 ) Y * ∈ Sn 是局中人 2 的最优策略的充要条件是

Ai· Y * T ≤ v ,  i = 1 ,⋯ , m .

  如果已知对策的值 ,可以利用这个定理检验局中人 1 或 2 的

某个策略是否是他的最优策略 .

6.1.5  策略的优超关系

考虑 3×3 矩阵对策

0 1 - 1

1 - 2 0

2 - 1 1

.

  对支付矩阵的元素稍加考察 ,不难看出 ,局中人 1 决不会采用

他的第 2 个策略 .这是因为 ,不论局中人 2 选择什么策略 ,局中人
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1 的第 3 个策略的支付总比第 2 个策略的支付为大 .因此 ,局中人

1 的第 2 个策略只能以零概率出现在他的最优混合策略里 .

于是 ,要解上面的矩阵对策 ,可以将矩阵的第 2 行划去 ,只要

解矩阵对策

0 1 - 1

2 - 1 1

就行了 .

对于这个 2×3 矩阵对策 , 局中人 2 显然不愿采用策略 1 .不

论局中人 1 选用哪一个策略 ,局中人 2 的第 3 个策略的支付都小

于第 1 个策略的支付 .

因此 ,可以将上面这个矩阵的第 1 列划去 ,只要解矩阵对策

1 - 1

- 1 1

就行了 .而这个 2×2 矩阵对策 ,容易验证 (利用定理 6.1.11 ) , 它

的值是 v = 0 ,局中人 1 和 2 的最优策略分别是 X * = ( 1/ 2 , 1/ 2 ) ,

Y * = ( 1/ 2, 1/ 2 ) .关于 2×2 矩阵对策的解法 ,见后面的 6.1.6 .

回到原来的 3×3 矩阵对策 ,显然它的解应是 X * = ( 1/ 2 , 0,

1/ 2 ) , Y * = (0 ,1/ 2 ,1/ 2 ) , v = 0 .

由此可见 ,在原来的 3×3 矩阵对策中 ,局中人 1 的第 3 个策

略比第 2 个策略好 ,得到的支付大 ,所以他不必考虑策略 2 .在划

去第 2 行后的 2×3 矩阵对策中 ,局中人 2 的第 3 个策略比第 1 个

策略好 ,付出的支付小 ,所以他不会采用策略 1 .

下面是策略的优超关系 ( domination)的定义 .

定义 6.1.12  设 A = ( ai j )是 m× n 矩阵对策 .如果 ak j≥

al j , j = 1 ,⋯ , n ,则称局中人 1 的策略 k优超于策略 l .

如果 aik≤ ai l , i = 1 ,⋯ , m ,则称局中人 2 的策略 k 优超于

策略 l .

如果在以上两组式子里严格的不等号成立 ,则分别称局中人
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1 , 2 的策略 k 严格优超于策略 l ( strategy k strictly dominates

strategy l ) .

对于混合策略 ,也有类似的优超关系概念 .

现在只考虑一个纯策略被另外几个纯策略的凸线性组合所优

超的情形 .

可以证明 ,在这种情形 ,如果是严格优超 ,则将被优超的那个

纯策略所对应的行或列划去后 ,从余下的较小的矩阵对策的最优

策略 ,就立即可以得到原来对策的最优策略 ,这只要将划去的那一

行或列所对应的纯策略赋以概率零就行了 .

如果是优超而不是严格优超 ,仍可以从划去某些行或列后的

矩阵对策的解得到原来对策的解 .但这时有可能“失去”某些解 .这

就是说 ,从较小矩阵对策的最优策略 ,通过加上零概率的办法得到

原来对策的最优策略 ,所得到的可能不是全部解 .然而 ,在通常的

情形 ,往往只要求得到一个解 ,而不是全部解 ,这时就可以应用这

种优超关系来简化求解过程 .

例 6.1.13  设矩阵对策的支付矩阵是

0 3 - 2 4

9 0 4 - 1

3 3 4 2

1 4 3 4

.

  局中人 1 的策略 1 被他的策略 4 优超 ,因此可将矩阵的第 1

行划去 :

9 0 4 - 1

3 3 4 2

1 4 3 4

.

  局中人 2 的第 2 个策略被他的第 4 个策略优超 ,因此可将上

面这个矩阵的第 2 列划去 :
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9 4 - 1

3 4 2

1 3 4

.

  不难看出 ,这个 3×3 矩阵的元素满足下列关系 :

4

4

3

≥
1
3

9

3

1

+
2
3

- 1

2

4

.

因此 ,又可以将这个 3×3 矩阵的第 2 列划去 ,得到

9 - 1

3 2

1 4

.

  这个 3×2 矩阵的第 2 行元素被第 1 和第 3 行元素的一个凸

线性组合所优超 :

(3 ,2 ) ≤
1
4

(9 , - 1 ) +
3
4

(1 ,4 ) .

因此 ,又可以将这个 3×2 矩阵的第 2 行划去 ,得到

9 - 1

1 4
.

  容 易验证 , 这个 2 × 2 矩阵对策的最优策略是 X * =

3
13

,
10
13

, Y * =
5

13
,

8
13

,值为 v = 37/ 13 .

这个 2×2 矩阵是原来的 4×4 矩阵第 2 , 4 行和第 1 , 4 列组成

的子矩阵 .因此 ,

X * = 0, 3
13

, 0, 10
13

, Y * = 5
13

, 0, 0, 8
13

是原来的矩阵对策的最优策略 ;它的值也是 v = 37/ 13 .

例 6.1.14  设矩阵对策的支付矩阵是
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3 3 5

4 2 - 3

3 3 2

.

  这个对策有一个鞍点 ,在 i = 1 , j = 2 处 ,因为元素 a12 = 3 是

它所在的行中的最小元素 ,同时是它所在的列中的最大元素 .因

此 , ( 1 , 2)是对策的解 , a12 = 3 是对策的值 .

如果利用策略的优超关系就可以先划去矩阵的第 3 行 ,然后

在剩下的 2×3 矩阵中再划去第 1 列 ,余下一个 2×2 矩阵

3 5

2 - 3
.

这里左上角元素 3 所在的位置仍是一个鞍点 .对于原来的 3×3 矩

阵来说 ,仍然得到最优策略

X *1 = ( 1, 0, 0 ) ,  Y *1 = ( 0, 1, 0 ) .

  但是 ,除此以外 ,混合策略

X *2 = 1
3

, 0, 2
3

,  Y *2 = 1
2

, 1
2

, 0

也是对策的一个解 .这一事实可以应用定理 6.1.11 得到验证 .参

看后面的例 6.1.15 .

上例表明 ,利用策略的优超 (不是严格优超 )关系划去支付矩

阵的某些行或列得出较小的矩阵对策的解 ,加上零概率后成为原

来对策的解 ,在这一过程中可能会“失去”原来对策的一些解 .

6.1.6  2×2矩阵对策的解

设 2×2 矩阵对策的支付矩阵是

a b

c d
. ( 6 .9)

  如果对策有纯策略的鞍点 ,立即得到纯策略解 .

在没有鞍点的情况下 ,通过两行互换或两列互换 ,也就是通过
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局中人 1 或 2 的两个策略编号的互换 ,或者通过矩阵的转置和各

元素的变号 ,也就是通过局中人 1 , 2 名称的互换 ,不难发现 ,只需

考虑下列情形 :

a < b ,  a < c,  d < b,  d < c .

这时 ,对策必有混合策略解 .

设 �X * = ( x
*
1 , x
*
2 ) = ( x

*
, 1 - x

*
) ,

Y * = ( y
*
1 , y
*

2 ) = ( y
*

, 1 - y
*

)

分别是局中人 1 和 2 的最优混合策略 ,其中

0 < x
*

< 1 ,  0 < y
*

< 1 .

  根据定理 6.1.10 ,由于

x
*

> 0 ,  1 - x
*

> 0 ,  y
*

> 0 ,  1 - y
*

> 0 ,

因此 ,如果以 v 表示对策的值 ,必有

X * A·1 = v , X * A·2 = v ,

A1· Y * T
= v , A2· Y * T

= v .

将这 4 个方程用 (6.9 )的元素写出来 ,就是

ax * + c( 1 - x * ) = v ,

bx
*

+ d( 1 - x
*

) = v ,

ay
*

+ b( 1 - y
*

) = v ,

cy
*

+ d (1 - y
*

) = v .

由前两式可得

x
*

=
d - c

a + d - b - c
, (6 .10)

由后两式可得

y
*

=
d - b

a + d - b - c
. (6 .11)

然后就可求得

v =
ad - bc

a + d - b - c
. (6 .12)
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  (6.10)～ (6.12)就是 2×2 矩阵对策 ( 6.9)当它不存在鞍点时

的最优策略和值 .

这些公式对于

a > b,  a > c,  d > b ,  d > c

的情形同样适用 .

6.1.7  2×n和m×2矩阵对策的图解法

对于 2× n 的情形 ,以 n = 3 为例 ,设 2×3 矩阵对策的支付矩

阵 A为

1 2 3

x

1 - x

①

②

a

d

b

e

c

f
.

  以① ,②分别表示局中人 1 的第 1 , 2 个纯策略 ; 1 , 2 , 3 表示

局中人 2 的第 1 , 2 , 3 个纯策略 .

设局中人 1 采用混合策略 X = ( x , 1 - x ) , 这里 0≤ x≤1 . x

= 1 代表纯策略① , x = 0 代表纯策略② .

当 x = 1 ,即局中人 1 采用纯策略①时 ,若局中人 2 采用纯策

略 1 ,支付为 a ,见图 6.1 .当 x = 0 ,即局中人 1 采用纯策略②时 ,

对应于 1 的支付为 d .连接图中的直线 ad .

设 x 轴上点 P的坐标是 x .容易证明 ,纵坐标 PQ是局中人 1

采用混合策略 X 而局中人 2 采用纯策略 1 时的期望支付 , 即

XA·1 .

同样 , be和 cf 上点的纵坐标分别表示局中人 1 采用 X而局

中人 2 采用纯策略 2 和 3 时的期望支付 .

对于局中人 1 的每一个混合策略 ,他至少可以得到 ad , be, cf

三条直线在 x 处纵坐标的最小值 ,即

min
1≤ j≤ 3

XA· j = min
1≤ j≤ 3
∑

2

i = 1

ai j x i .
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图  6.1

图 6.1 中的粗折线表示这个最小值函数 .

局中人 1 希望选择 X使上面这个最小值尽可能地大 .从图中

可以看出来 ,他应当选择点 A′所代表的 X,这时上述最小值为最

大 ,即

A′B′= max
X∈ S

2

min
1≤ j≤ 3

XA· j .

由式 (6.8 )可知 ,这就是对策的值 .

在图 6.1 中 ,点 B′是 ad 和 cf 两条直线的交点 .只要解两个二

元一次联立方程 ,就可求出 A′的坐标 x = x
*
和 A′B′的值 .由图

6.1 也可看出 ,局中人 2 的最优策略不涉及他的纯策略 2 .因此 ,

只要解 2×2 矩阵对策

a c

d f
,

就能得出局中人 2 的最优策略 .

这种图解法可以推广到一切 2× n 的矩阵对策 .

在特殊情形 ,得到的解可以是 x 轴上 [0 , 1]的一个子区间 ,也
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可以是[0 ,1 ]的一个端点 .前者是图 6.1 中的粗折线含有一段水平

线段的情形 ,后者则对应于局中人 1 的一个纯策略解 .

下面再来讨论 m×2 矩阵对策的图解法 .也以 m = 3 的情形

来加以说明 .

设 3×2 矩阵对策的支付矩阵 A为

y 1 - y

1 2

①

②

③

 a

 c

 e

 b  

 d  

 f  

 

 

 

.

  设局中人 2 采用混合策略 Y = ( y, 1 - y) , 0≤ y≤1 . y = 1 代

表纯策略 1 , y = 0 代表纯策略 2 .

图 6.2 中粗折线的纵坐标是

max
1≤ i≤ 3

Ai·YT
= max

1≤ i≤ 3∑
2

j = 1

ai j yj .

图  6.2

  局中人 2 希望选择使上面这个最大值尽可能小的 Y .在图上

·883·



就是点 A′所代表的 Y .这时

A′B′= min
Y∈ S

2

max
1≤ i≤ 3

Ai· YT
.

这就是对策的值 .

6.1.8  3×3矩阵对策的解

S3 中的点 X = ( x1 , x2 , x3 )满足条件

x1 ≥ 0 , x2 ≥ 0 , x3 ≥ 0 , (6 .13)

x1 + x2 + x3 = 1 . (6 .14)

  可以用下述方法在平面上表示这些点 .

图  6.3

设 X 是高为 1 的等边三角

形 123 (图 6.3 )中的任意一点 .如

果从点 X 到 1, 2, 3 这三个顶点

的对边的距离分别为 x1 , x2 , x3 ,

则 x1 , x2 , x3 满足 ( 6.13 ) 和

(6.14 ) ;因此 , 就以 ( x1 , x2 , x3 )

作为点 X的坐标 ,称为重心坐标

( barycentric coordinates ) .顶点 1

的重心坐标是 ( 1 , 0 , 0 ) .类似地 ,

顶点 2 , 3 的重心坐标分别是 ( 0 ,

1 , 0)和 (0 , 0 , 1 ) .闭三角形中全部点的集合就是 S3 .三角形的三条

边 23 , 31 , 12 的方程分别是 x1 = 0 , x2 = 0 , x3 = 0 .

设 3×3 矩阵对策的支付矩阵是

A =

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

. (6 .15)

  根据 (6.8 ) ,对策的值是

v = max
X∈ S

3

min
1≤ j≤ 3

XA· j
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= max
X∈ S

3

min { XA·1 , XA·2 , XA·3 }. (6.16 )

  考虑方程

XA·1 = XA·2 , (6 .17 )

XA·2 = XA·3 , (6 .18 )

XA·3 = XA·1 . (6 .19 )

每一个方程代表一条直线 ,它将整个平面分成两个半平面 (可以把

三角形外面的点看做是满足条件 (6.14 )而 x1 , x2 , x3 三数中有一

个或两个取负值的点 ) .例如方程 ( 6.17 ) ,它将整个平面分成两个

半平面 .一个半平面中的点 X满足条件 XA·1 < XA·2 , 另一个半平

面中的点 X满足条件 XA·1 > XA·2 .

对于方程 (6.18 )和 (6.19 ) ,情况也一样 .

图  6.4

三条直线 (6.17 )～ (6.19 )或交于一点 ,或互相平行 ,它们将整

个平面分为三个区域 R1 , R2 , R3 ,见图 6.4 .这里
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R1 = { X | X∈ S3 ; min
1≤ j≤3

XA·j = XA·1 } ,

R2 = { X | X∈ S3 ; min
1≤ j≤3

XA·j = XA·2 } ,

R3 = { X | X∈ S3 ; min
1≤ j≤3

XA·j = XA·3 } .

  因此 , ( 6.16 )可以改写成

v = max
X∈ S

3

min
1≤ j≤3

XA·j

= max{ max
X∈ S

3
∩ R

1

XA·1 , max
X∈ S

3
∩ R

2

XA·2 , max
X∈ S

3
∩ R

3

XA·3 } .

  应当先计算

max
X∈ S

3
∩ R

j

XA·j ,  j = 1 ,2 ,3.

然后在这些值中取其最大者即为 v .

由于 S3∩ Rj ( j = 1 , 2 , 3)是凸多边形 (在特殊情况可以是一个

直线段、或一个点、或空集 ) ,一次函数 XA·j在凸多边形域上只可

能在顶点处取得其最大值 , 因此 ,只需计算 XA·j在有关顶点处的

值 ,进行比较 ,其最大者就是 v .在比较的过程中 ,同时也就得到了

局中人 1 的最优策略 .

求出对策的值 v 以后 ,不难用类似的方法计算局中人 2 的最

优策略 Y .我们有

v = min
Y∈ S

3

max
1≤ i≤3

Ai· YT

= min
Y∈ S

3

max { A1· YT
, A2· YT

, A3· YT
}

= min{ min
Y∈ S

3
∩ T

1

A1·YT
, min

Y∈ S
3
∩ T

2

A2· YT
, min

Y∈ S
3
∩ T

3

A3· YT
} ,

其中

T1 = { Y | Y ∈ S3 ; max
1≤ i≤ 3

Ai·YT = A1· YT} ,

T2 = { Y | Y ∈ S3 ; max
1≤ i≤ 3

Ai·YT = A2· YT} ,

T3 = { Y | Y ∈ S3 ; max
1≤ i≤ 3

Ai·YT = A3· YT} .
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  只须计算 Ai· YT
在有关顶点处的值 ,进行比较 , 其最小者必

为 v .而取得最小值 v 的点 Y 就是局中人 2 的最优策略 .

例 6.1.15  应用上述方法计算例 6.1.14中对策的值和最优

策略 .支付矩阵是

B =

3 3 5

4 2 - 3

3 3 2

.

  为了计算简便 ,对矩阵 B的每个元素加上一个常数 - 3,得到

A =

0 0 2

1 - 1 - 6

0 0 - 1

.

  现在来解矩阵对策 A .有

XA·1 = x2 ,

XA·2 = - x2 ,

XA·3 = 2 x1 - 6 x2 - x3 .

  直线 XA·1 = XA·2的方程是 x2 = 0;直线 XA·2 = XA·3的方程是

2 x1 - 5 x2 - x3 = 0 ,

或 3 x1 - 4 x2 = 1 ;

直线 XA·3 = XA·1的方程是

2 x1 - 7 x2 - x3 = 0 ,

或 3 x1 - 6 x2 = 1 .

  在图 6.5 中画出了 min
1≤ j≤ 3

XA·j分别等于 XA·1 , XA·2 , XA·3的三

个区域 R1 , R2 , R3 .

计算 XA·1在 ( 1, 0, 0 )和
1
3

, 0,
2
3
处的值 :

( 1 , 0 , 0) (0 , 1 , 0 )
T

= 0 ,

1
3

, 0 ,
2
3

(0 , 1 , 0 )
T

= 0 .
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图  6.5

再计算 XA·3在 ( 0, 1, 0 ) , ( 0, 0, 1 )和
5
7

,
2
7

, 0 处的值 :

( 0 , 1 , 0) (2 , - 6 , - 1)
T

= - 6 ,

( 0 , 0 , 1) (2 , - 6 , - 1)
T

= - 1 ,

5
7

,
2
7

, 0 ( 2 , - 6 , - 1 )
T

= -
2
7

.

比较以上 5 个值 ,其最大者为 0 .因此 ,矩阵对策 A的值是

v A = 0 . (6 .20)

局中人 1 的最优策略是

X *1 = (1, 0, 0 ) ,  X *2 = 1
3

, 0, 2
3

. (6 .21 )

  以下再来计算局中人 2 的最优策略 .我们有
A1· YT = 2 y3 ,

A2· YT
= y1 - y2 - 6 y3 ,

A3· YT
= - y3 .
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  直线 A1· YT
= A2· YT

的方程是

y1 - y2 - 8 y3 = 0 ,  或  9 y1 + 7 y2 = 8;

直线 A2· YT
= A3· YT

的方程是

y1 - y2 - 5 y3 = 0 ,  或  6 y1 + 4 y2 = 5;

直线 A3· YT
= A1· YT

的方程是

y3 = 0 .

  在图 6.6 中画出了 max
1≤ i≤ 3

Ai· YT 分别等于 A1· YT , A2· YT , A3·

YT
的 3 个区域 T1 , T2 , T3 .

图  6.6

计算 A1· YT
在 ( 0 , 1 , 0 ) , ( 0 , 0 , 1 ) ,

8
9

, 0 ,
1
9

,
1
2

,
1
2

, 0 处

的值 :

( 0 , 0 , 2) (0 , 1 , 0 )
T

= 0 ,
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( 0 , 0 , 2) (0 ,0 ,1 )
T

= 2 ,

( 0 , 0 , 2)
8
9

,0 ,
1
9

T

=
2
9

,

( 0 , 0 , 2)
1
2

,
1
2

, 0
T

= 0 .

再计算 A2· YT 在 ( 1 , 0 , 0)处的值 :

( 1 , - 1 , - 6 ) ( 1 , 0 , 0)
T

= 1 .

比较以上 5 个值 ,可知局中人 2 的最优策略是

Y *1 = ( 0, 1, 0 ) ,  Y *2 =
1
2

,
1
2

, 0 . (6 .22 )

  回到原来的矩阵对策 B,根据 ( 6.20 ) , (6.21 ) , ( 6.22 ) ,得到对

策 B的值是 vB = 3.

局中人 1 的全体最优策略是λX *1 + (1 - λ) X *2 , 0≤λ≤1 ,即

λ(1 ,0 ,0 ) + ( 1 - λ)
1
3

, 0 ,
2
3

, 0 ≤λ≤ 1;

局中人 2 的全体最优策略是μY *1 + ( 1 - μ) Y *2 , 0≤μ≤1 ,即

μ( 0 , 1 , 0) + ( 1 - μ)
1
2

,
1
2

,0 , 0 ≤μ≤ 1 .

6.1.9  矩阵对策与线性规划的关系

设 A = ( ai j )是 m× n 矩阵对策的支付矩阵 .可假设对一切 i

和一切 j 有 ai j > 0 ,则对策的值 v > 0;否则只需对 A 的每个元素

加上一个适当的正的常数 ,就可满足上述条件 .

当局中人 1 采用混合策略 X∈ S m 时 ,他的期望支付至少是

min
1≤ j≤ n

XA·j = u .

我们得到

XA·j ≥ u , j = 1 ,⋯ , n ,

即
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∑
m

i = 1

ai j x i ≥ u , j = 1 ,⋯ , n ,

∑
m

i = 1

x i = 1 ,

x i ≥ 0 , i = 1 ,⋯ , m .

令
x i

u
= x i′, i = 1 ,⋯ , m ,则上面各式化为

∑
m

i = 1

ai j x i′≥ 1 , j = 1 ,⋯ , n ,

∑
m

i = 1

x i′=
1
u

,

x i′≥ 0 , i = 1 ,⋯ , m .

由于局中人 1 希望使 u 为极大 (根据 (6.8 ) ,此极大值就是对策的

值 v ) ,也就是使 1/ u 为极小 ,因此 ,上述问题化为下列线性规划

问题 :

min x1′+ ⋯ + x m′;

s .t . ∑
m

i = 1

ai j x i′≥ 1 j = 1 ,⋯ , n ,

x i′≥ 0 , i = 1 ,⋯ , m .

(6 .23)

  类似地 ,当局中人 2 采用混合策略 Y∈ S n 时 ,局中人 1 得到

的期望支付不超过

max
1≤ i≤ m

Ai·YT
= w .

我们得到

Ai· YT
≤ w ,  i = 1 ,⋯ , m ,

即
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∑
n

j = 1

ai j y j ≤ w , i = 1 ,⋯ , m ,

∑
n

j = 1

yj = 1 ,

yj ≥ 0 , j = 1 ,⋯ , n .

令
yj

w
= yj′, j = 1 ,⋯ , n .由于局中人 2 希望使 w 为极小 (这个极小

值就是 v) ,也就是使 1/ w 为极大 ,因此 ,上述问题化为下列线性

规划问题 :

max y1′+ ⋯ + yn′;

s .t . ∑
n

j = 1

ai j yj′≤ 1 i = 1 ,⋯ , m ,

y j′≥ 0 , j = 1 ,⋯ , n .

(6 .24)

  (6.23)和 (6.24)是对偶线性规划问题 .

由以上分析可知 , m× n 矩阵对策 A = ( ai j )的求解问题等价

于解上述对偶线性规划问题 (6.23)和 (6.24) .

6.2  无限对策

6.2.1  零和二人无限对策

  矩阵对策最简单的推广 ,就是将每个局中人的策略集从一个

有限集换成一个无限集 ,例如换成区间[ 0 , 1]中的全体实数 .

定义 6.2.1  局中人 1从区间[ 0 , 1 ]中选择一个数 x ,局中人

2 完全独立地从区间[ 0 , 1]中选择一个数 y . x 和 y 称为局中人 1 ,

2 的纯策略 .选定 x , y 后 ,局中人 1 得到支付 P ( x , y ) , 局中人 2

得到支付 - P ( x , y ) .这种对策称为零和二人无限对策 ( infinite

game) .有时也称它为正方形上的无限对策 .
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同矩阵对策的情形一样 ,下面的不等式必定成立 :

max
0≤ x≤1

min
0≤ y≤1

P( x , y ) ≤ min
0≤ y≤ 1

max
0≤ x≤1

P( x , y) , (6 .25)

假定两端的值都存在 .

当且仅当

max
0≤ x≤1

min
0≤ y≤ 1

P( x , y) = min
0≤ y≤ 1

max
0≤ x≤ 1

P( x , y ) (6 .26)

时 ,存在点 ( x
*

, y
*

)∈[ 0 , 1]×[0 ,1 ] ,使得不等式

P( x , y * ) ≤ P( x * , y * ) ≤ P( x * , y ) (6 .27)

对于一切 x∈ [0 , 1 ]和一切 y∈ [0 , 1 ]成立 .这时 ,称 ( x
*

, y
*

)是支

付函数 P( x , y )或对策的一个 (纯策略 )鞍点 .P( x , y )在鞍点处的

值 v = P( x * , y * )称为对策的值 .我们有

max
0≤ x≤1

min
0≤ y≤ 1

P( x , y) = P( x
*

, y
*

) = v

= min
0≤ y≤ 1

max
0≤ x≤1

P( x , y) , (6 .28)

max
0≤ x≤1

P( x , y
*

) = P( x
*

, y
*

) = min
0≤ y≤ 1

P( x
*

, y ) . (6 .29)

6.2.2  混合策略

如果 (6.26)不成立 ,则 ( 6.25 )中的严格不等号成立 ,即

max
0≤ x≤1

min
0≤ y≤1

P( x , y ) < min
0≤ y≤ 1

max
0≤ x≤1

P( x , y) . (6 .30)

这时 ,就需要引进混合策略的概念 .

定义 6.2.2  正方形上无限对策局中人 1的混合策略是定义

在[0 ,1 ]上的分布函数 F( x ) : 对于每一个 x∈ [ 0 , 1 ] , F ( x )是用

某种随机方法选出的数小于或等于 x 的概率 ,也就是随机变量ξ

的值小于或等于 x 的概率 :

F( x) = pr{ξ≤ x } .

当 x = 0 时 ,定义

F( 0) = pr{ξ< 0} = 0 .

  由定义有
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F( b) - F( a) = pr{ a < ξ≤ b} , (6 .31)

F( b) - F( 0) = pr{0 ≤ξ≤ b} . (6.32)

  局中人 2 的混合策略 G( y)也是定义在[ 0 , 1 ]上的分布函数 .

局中人 1 ,2 分别按分布函数即混合策略 F ( x ) , G( y)在区间 [ 0 ,

1]中选择策略 .

如果局中人 2 采用纯策略 y ,局中人 1 采用混合策略 F( x ) ,

则局中人 1 的期望支付是

∫
1

0
P( x , y ) d F( x ) ,

这里的积分是 Stieltjes积分 .

同样 ,如果局中人 1 采用纯策略 x , 局中人 2 采用混合策略

G( y) ,则局中人 1 的期望支付是

∫
1

0
P( x , y ) d G( y) .

  如果局中人 1 , 2 分别采用混合策略 F( x ) , G( y) ,则局中人 1

的期望支付是

E( F , G) =∫
1

0
∫

1

0
P( x , y ) d F( x) d G( y) . (6.33)

  局中人 1 希望期望支付越大越好 ,他可以选择 F ( x )使他得

到的期望支付不小于

v1 = max
F

min
G

E( F , G) , (6 .34)

这里的最小值和最大值都是在全体分布函数的集上取的 .

同样 ,局中人 2 可以使局中人 1 得到的期望支付不超过

v2 = min
G

max
F

E( F , G) . (6 .35)

  我们假定 v1 , v2 都存在 .下列不等式必定成立 :

v1 = max
F

min
G

E( F , G)

≤min
G

max
F

E( F , G) = v2 . (6 .36)
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6.2.3  连续对策

在一般情形 , ( 6.36 )中的等号不一定成立 .

定理6.2.3  设无限对策的支付函数 P( x , y )是定义在 0≤ x

≤1 , 0≤ y≤1 上的连续函数 ,则 (6.34)和 (6.35)存在且相等 .

定义 6.2.4  称支付函数是连续函数的无限对策为连续对策

(continuous game) .

定义 6.2.5  设 P( x , y )是正方形 0≤ x≤1 , 0≤ y≤1 上连续

对策的支付函数 .如果存在局中人 1 , 2 的混合策略 F
*

( x ) ,

G
*

( y ) ,使得不等式

E( F , G
*

) ≤ E( F
*

, G
*

) ≤ E( F
*

, G) (6 .37)

对于一切分布函数 F 和 G成立 ,则称 ( F
*

, G
*

)为 E ( F , G)或连

续对策的一个 (混合策略下的 )鞍点 , 或称为对策的一个解 . F
*

( x ) , G
*

( y )分别称为局中人 1 ,2 的最优 (混合 )策略 .

定理 6.2.6  连续对策鞍点存在与定理 6.2.3等价 .

6.2.4  最优策略的性质

设 f ( x ) , g ( y )分别是 0≤ x≤ 1 , 0≤ y≤ 1 上的连续函数 ,

F( x) , G( y)是分布函数 ,则有

max
F∫

1

0
f ( x ) d F( x ) = max

0≤ x≤1
f ( x ) , (6 .38)

min
G∫

1

0
g( y)d G( y) = min

0≤ y≤ 1
g( y). (6.39)

  利用 (6.38)和 (6.39)可将关于连续对策的基本定理 6.2.3 写

成下列与之等价的形式 :

v1 = max
F

min
0≤ y≤ 1∫

1

0
P( x , y) d F( x)

= min
G

max
0≤ x≤ 1
∫

1

0
P( x , y )d G( y) = v2 , (6 .40)
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或

max
0≤ x≤1∫

1

0
P( x , y ) d G

*
( y ) = E( F

*
, G
*

)

= min
0≤ y≤1∫

1

0
P( x , y ) d F

*
( x ) ,(6 .41)

其中 F
*

( x ) , G
*

( y )分别是局中人 1 ,2 的最优策略 .

下面是关于最优策略的两个主要性质 ,它们与矩阵对策中的

定理 6.1.10 和定理 6.1.11 相对应 .

定理 6.2.7  设 P( x , y )是正方形 0≤ x≤1 , 0≤ y≤1 上连续

对策的支付函数 ; v是对策的值 .

( 1) 设 G
*

( y )是局中人 2 的一个最优策略 .如果对于某个 x0

∈[0 ,1 ]有

∫
1

0
P( x0 , y ) d G

*
( y ) < v ,

则 pr{ξ= x0 } = 0 .

(2 ) 设 F
*

( x )是局中人 1 的一个最优策略 .如果对于某个

y0∈[0 ,1 ]有

∫
1

0
P( x , y0 ) d F * ( x ) > v ,

则 pr{η= y0 } = 0 .

定理 6.2.8  设 P( x , y )是正方形 0≤ x≤1 , 0≤ y≤1 上连续

对策的支付函数 ; v是对策的值 .则

(1 ) 分布函数 F
*

( x )是局中人 1 的最优策略的充要条件是

∫
1

0
P( x , y ) d F

*
( x ) ≥ v , 0 ≤ y ≤ 1.

  (2 ) 分布函数 G
*

( y )是局中人 2 的最优策略的充要条件是

∫
1

0
P( x , y )d G

*
( y ) ≤ v , 0 ≤ x ≤ 1.
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6.2.5  具凸支付函数的连续对策

如果单位正方形上连续对策的支付函数 P( x , y )对于其中一

个变量来说是个凸函数 (convex function) ,这种对策称为具凸支付

函数的对策 .求解比较简单 ,解法包含在下述 3 个定理中 .

定理 6.2.9  设单位正方形上连续对策的支付函数 P( x , y )

对于每一个 x 是 y 的严格凸函数 , 则局中人 2 有一个最优纯策

略 ,并且这个纯策略是局中人 2 的唯一最优策略 .

定理 6.2.10  在定理 6.2.9的假设条件下 ,对策的值是

v = min
0≤ y≤ 1

max
0≤ x≤ 1

P( x , y) .

  由此可知 ,局中人 2 的最优纯策略 y * 满足

v = min
0≤ y≤1

max
0≤ x≤1

P( x , y ) = max
0≤ x≤ 1

P( x , y
*

).

  定理 6.2.11  在定理 6.2.9 的假设条件下 ,局中人 1 的最优

策略是 F
*

( x ) :

(1 ) 若 y * = 0 ,则

F
*

( x ) = Ix
* ( x ) ,

这里 Ix
* ( x )是具有一个阶梯的阶梯分布函数 ,即

Ix
* ( x ) =

0 ,  0 ≤ x < x
*

,

1 ,  x
*
≤ x ≤ 1 ,

其中 x
*
∈[ 0 , 1]满足条件

P( x
*

,0 ) = v ,

�
�y

P( x
*

, 0) ≥ 0.

  (2 ) 若 y
*

= 1 ,则

F
*

( x ) = Ix
* ( x ) ,

其中 x
*
∈[ 0 , 1]满足条件

P( x
*

,1 ) = v ,

�
�y

P( x
*

, 1) ≤ 0 .
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  (3 ) 若 0 < y
*

< 1 ,则

F * ( x ) = αIx
*

1
( x ) + ( 1 - α) Ix

*

2
( x ) , 0 ≤α≤ 1 ,

其中 x
*
1 ∈[ 0 , 1] , x

*
2 ∈ [0 , 1 ]和α满足条件

P( x
*
1 , y
*

) = v ,

�
�y

P( x
*

1 , y
*

) ≥ 0 ,

P( x
*
2 , y
*

) = v ,

�
�y

P( x
*

2 , y
*

) ≤ 0 ,

α
�
�y

P( x
*

1 , y
*

) + ( 1 - α)
�
�y

P( x
*

2 , y
*

) = 0 .

  如果支付函数 P( x , y )是 y的凸函数 ,而不是严格凸函数 ,则

以上 3 个定理仍成立 ,但这时局中人 2 的最优纯策略通常不再是

唯一的了 .

6.2.6  定时对策

定义 6.2.12  定义在单位正方形上的无限对策 ,如果它的支

付函数取下列形式 :

P( x , y ) =

M1 ( x , y ) ,  当 x > y ,

M0 ( x , y ) ,  当 x = y ,

M2 ( x , y ) ,  当 x < y ,

其中 M0 , M1 , M2 都是连续函数 , 但 P ( x , y )在正方形的对角线

x = y 上不连续 ,这种对策称为定时对策 (games of timing) .

现在用一个古典的决斗问题作为例子来说明这种对策 .这是

有声决斗的最简单例子 .

例 6.2.13  假设两个决斗者即局中人 1 , 2 各有一发子弹 .如

果一个局中人开了枪而未命中 ,则他的对手知道他已用掉了仅有

的一发子弹 ,就可以走到面对面的地方开枪 ,从而稳操胜券 .
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假定局中人 1 , 2 从相隔距离为 1 的地方同时起步迎面走向对

方 .每个局中人在决斗开始后任何地点都可以开枪 ,胜者得到支付

为 1 ,败者为 - 1 ,双方同时开枪且都击中对方或都未击中对方时

支付为 0 .

局中人 1 的策略是选择在双方距离为 x 时开枪 , 0≤ x≤1 .假

定命中率函数 (accuracy function)为 P1 ( x ) ,它表示当距离为 x 时

击中对方的概率 .局中人 2 的策略是选择一个 y 值 , 0≤ y≤1 ,在

双方相距为 y时开枪 .以 P2 ( y )表示局中人 2 的命中率 .双方都希

望选择一个最合适的时机开枪 ,过早或过晚都对己方不利 ;这就是

定时对策名称的由来 .

上述决斗对策的支付函数是

P ( x , y ) =

1·P1 ( x ) + ( - 1 ) [ 1 - P1 ( x ) ] = 2 P1 ( x ) - 1 ,  x > y ,

1·P1 ( x ) [1 - P2 ( x ) ] + ( - 1) [1 - P1 ( x ) ] P2 ( x )

    = P1 ( x ) - P2 ( x ) ,  x = y ,

( - 1 ) P2 ( y ) + 1·[ 1 - P2 ( y ) ] = 1 - 2 P2 ( y) ,  x < y.

  在上式中 ,局中人 1 在双方相距为 x 处开枪 . x > y 表示局中

人 1 先开枪 . P1 ( x )是局中人 2 被击中的概率 , 1 - P1 ( x )是局中

人 2 未被击中的概率 .因此 , 1·P1 ( x )与 ( - 1) [ 1 - P1 ( x ) ]之和是

局中人 1 在 x 处开枪的期望支付 .

x = y 是局中人 1 和 2 同时开枪的情形 .其中 , 1·P1 ( x ) [ 1 -

P2 ( x ) ]表示 2 被击中而 1 未被击中时 1 得到的期望支付 ;另一项

( - 1 ) [ 1 - P1 ( x ) ] P2 ( x ) , 则是 2 未被击中而 1 被击中时 1 的期

望支付 .

最后 , x < y是局中人 2 先开枪的情形 .

我们来计算 max
0≤ x≤ 1

min
0≤ y≤ 1

P( x , y) .

由于 P1 , P2 都是它们各自的变量的递减函数 , 所以当 x < y
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时有 1 - 2 P2 ( y ) > 1 - 2 P2 ( x ) .因此

max
0≤ x≤1

min
0≤ y≤ 1

P( x , y )

= max
0≤ x≤ 1

min {2 P1 ( x ) - 1 , P1 ( x ) - P2 ( x ) , 1 - 2 P2 ( x ) } .

  令

μ( x ) = min {2 P1 ( x ) - 1 , P1 ( x ) - P2 ( x ) , 1 - 2 P2 ( x ) } ,

并将 0≤ x≤1 分为 3 个区间如下 :

A = { x | P1 ( x ) + P2 ( x ) ≥ 1} ,

B = { x | P1 ( x ) + P2 ( x ) = 1} ,

C = { x | P1 ( x ) + P2 ( x ) ≤ 1}.

则

max
0≤ x≤ 1

min
0≤ y≤1

P( x , y ) = max
0≤ x≤ 1
μ( x )

= max{ max
x∈ A
μ( x ) , max

x∈ B
μ( x ) , max

x∈ C
μ( x ) } .

图  6.7

  设 P1 ( x
*

) + P2 ( x
*

) = 1 ,见图 6.7 .则有
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A = [ 0 , x
*

] , B = { x
*

} , C = [ x
*

, 1].

  (1 ) 当 x∈ A 时 , P1 ( x ) + P2 ( x )≥1 .这时有

1 - 2 P2 ( x ) ≤ P1 ( x ) - P2 ( x ) ≤ 2 P1 ( x ) - 1.

因此

μ( x ) = 1 - 2 P2 ( x ) ,

它是 x 的增函数 ,见图 6.8 .由此得到

max
x∈ A
μ( x ) = 1 - 2 P2 ( x

*
) .

图  6.8

  (2 ) 当 x∈ B 时 ,有

1 - 2 P2 ( x ) = P1 ( x ) - P2 ( x ) = 2 P1 ( x ) - 1.

因此

μ( x ) = P1 ( x ) - P2 ( x ) ,

max
x∈ B
μ( x ) = P1 ( x

*
) - P2 ( x

*
) .

  (3 ) 当 x∈ C 时 ,有

2 P1 ( x ) - 1 ≤ P1 ( x ) - P2 ( x ) ≤ 1 - 2 P2 ( x ) .
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因此

μ( x ) = 2 P1 ( x ) - 1 ,

它是 x 的减函数 . 由此得到

max
x∈ C
μ( x ) = 2 P1 ( x

*
) - 1.

  由上面的 (1 ) , (2 ) , (3 ) ,有

max
x∈ A
μ( x ) = max

x∈ B
μ( x ) = max

x∈ C
μ( x )

= P1 ( x
*

) - P2 ( x
*

) .

因此

max
0≤ x≤1

min
0≤ y≤1

P( x , y ) = P1 ( x
*

) - P2 ( x
*

) .

  类似可证

min
0≤ y≤1

max
0≤ x≤ 1

P( x , y ) = P1 ( y
*

) - P2 ( y
*

) ,

其中 y
*
满足

P1 ( y
*

) + P2 ( y
*

) = 1.

  由此可见 ,对策有一纯策略鞍点 ( x
*

, y
*

) , x
*

= y
*

,满足方

程

P1 ( x
*

) + P2 ( x
*

) = 1.

这就是说 ,两个决斗者应在相距为 x *时同时开枪 .对策的值是

v = P1 ( x
*

) - P2 ( x
*

) .

6.3  n人非合作对策

6.3.1  基本概念

  定义 6.3.1  称

Γ≡ [ I , { S i } , { Pi } ]

为 n 人非合作对策 ( n-person noncooperative game) .在上式中 I =

{1 ,⋯ , n }是局中人的集 .每个局中人 i = 1 ,⋯ , n 有一个纯策略的
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有限集

Si = { s( i) } = { s( i )
1 ,⋯ , s( i)

m
i

} ,

其中 s
( i )
1 ,⋯ , s

( i)
m

i
是局中人 i的 m i 个纯策略 .每个局中人 i有一个

支付函数 Pi .当每个局中人 i选定一个策略 s
( i )
后 ,就形成了对策

的一个纯策略局势 ( situation )

s = ( s
( 1 )

,⋯ , s
( n )

) ,  s
( i)
∈ Si ;

支付函数就是局势的函数 :

Pi = Pi ( s) ,   i = 1 ,⋯ , n .

  定义 6.3.2

s‖ t
( i )

= ( s
( 1 )

,⋯ , s
( i - 1 )

, t
( i )

, s
( i + 1 )

,⋯ , s
( n)

).

  上式的意义是 : 在局势 s = ( s
( 1 )

,⋯ , s
( n )

)中 ,第 i 个局中人

将他的策略 s
( i )
换成 t

( i)
,其他局中人的策略不变 ,这样得到的新

的局势就是 s‖ t
( i)

.显然 , s‖ s
( i )

= s .

定义 6.3.3  设 s *是 n 人非合作对策Γ≡ [ I , { Si } , { Pi }]的

一个局势 .如果对于每一个 i∈ I 和每一个 s( i )
∈ Si ( s

( i )
= s

( i )
k ,

k = 1 ,⋯ , m i ) ,有 Pi ( s* ‖ s
( i )

)≤ Pi ( s * ) ,则称 s* 是 Γ的一个平

衡点 (equilibrium point )或平衡局势 .

以上 3 个定义都是对纯策略而言的 .显然 ,在一个 n 人非合

作对策中 ,平衡点不一定存在 .

同矩阵对策一样 ,也需要考虑局中人的混合策略 .

对于每一个局中人 i∈ I ,以 x( i )
表示 i的一个混合策略 ,即

x( i )
= ( x

( i )
1 ,⋯ , x

( i )

m
i
) ,

其中

x
( i )
k ≥ 0 , k = 1 ,⋯ , m i ,  ∑

m
i

k = 1

x
( i )
k = 1.

局中人 i 以概率 x
( i )
k 选择策略 s

( i)
k , k = 1 ,⋯ , m i .
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定义 6.3.4  称 x = ( x
( 1 )

,⋯ , x
( n )

)为对策的一个 (混合策

略 )局势 ,其中 x( i )
= ( x

( i)
1 ,⋯ , x

( i)
m

i
)是局中人 i的一个混合策略 ,

i = 1 ,⋯ , n .

定义 6.3.5

x‖ z( i )
= ( x( 1 ) ,⋯ , x( i - 1 )

, z( i)
, x( i + 1 )

,⋯ , x( n )
) .

  上式的意义是 : 在混合策略局势 x = ( x( 1 ) ,⋯ , x( n )
)中 ,局中

人 i将他的混合策略 x( i)
换成另一个混合策略 z( i )

,其他局中人的

策略不变 ,所得到的局势就是 x‖ z( i)
.显然 , x‖ x( i )

= x .

定义 6.3.6  称 Γ≡ [ I , { Xi } , { Pi } ]为 n 人非合作对策 (在

混合策略意义下 ) ,其中

I = {1 ,⋯ , n } ,

{ Xi } = { X1 ,⋯ , Xn } ,

Xi = { x( i )
} = { ( x

( i)
1 ,⋯ , x

( i)
m

i
) } ,  i = 1 ,⋯ , n ,

x ( i )
k ≥ 0 , k = 1 ,⋯ , m i ,  ∑

m
i

k = 1

x( i )
k = 1;

{ Pi } = { P1 ,⋯ , Pn } ,

Pi = Pi ( s) ,  i = 1 ,⋯ , n .

  为了方便 ,在两个定义 6.3.1 和 6.3.6 中 ,用了同一个字母Γ

表示纯策略和混合策略意义下的 n 人非合作对策 .由于混合策略

的情况为更一般 ,这样做不会引起混淆 .

定义 6.3.7  以 Ei ( x)表示 n 人非合作对策Γ≡ [ I , { Xi } ,

{ Pi }]中局中人 i在局势 x下应得的期望支付 , i = 1 ,⋯ , n .

定义 6.3.8  设 x * 是 n 人非合作对策Γ≡[ I , { Xi } , { Pi }]的

一个混合策略局势 .如果对于每一个 i∈ I 和每一个 x( i )
∈ Xi ,有

Ei ( x * ‖ x( i )
)≤ Ei ( x * ) ,则称 x * 是 Γ(在混合策略下 )的一个平

衡点或平衡局势 .
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6.3.2  平衡点的存在性

定理 6.3.9  设 Γ≡ [ I , { Xi } , { Pi } ]是 n 人非合作对策 . x
*

是Γ的平衡点的充要条件是 :对于每一个局中人 i和每一个纯策

略 s
( i)
∈ S i ,有 Ei ( x * ‖ s

( i)
)≤ Ei ( x * ) .这里 Ei ( x * ‖ s

( i)
)是在

x *中将 i 的混合策略 x *
( i )

换成一个纯策略 s( i)后局中人 i 的期

望支付 .

利用这个定理很容易验算某个混合策略局势 x
*
是否对策的

平衡点 .

定理 6.3.10  Nash 定理  每一个 n 人非合作对策Γ≡ { I ,

{ Xi } , { Pi }]必有平衡点 .

6.3.3  2×2双矩阵对策的平衡点

定义 6.3.11  设局中人 1有 m 个策略 i = 1 ,⋯ , m;局中人 2

有 n 个策略 j = 1 ,⋯ , n .设局中人 1 选择策略 i ,局中人 2 选择策

略 j 时 ,他们得到的支付分别是 ai j和 bi j ,则双方的支付矩阵是

Am× n , Bm× n.

对策由矩阵 A, B完全确定 .这种对策叫做 m× n 双矩阵对策 ( bi-

matrix game) .

以下只介绍 2×2 双矩阵对策平衡点的求法 .

定理 6.3.12  设 2×2双矩阵对策局中人 1, 2 的支付矩阵分

别是

A =
a b

c d
,  B =

a′ b′

c′ d′
.

以 X = ( x ,1 - x ) , Y = ( y, 1 - y )分别表示局中人 1 , 2 的混合策

略 ,其中 0≤ x≤1 , 0≤ y≤1 .

令
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Q = a - b - c + d ,  q = d - b, (6 .42)

R = a′- b′- c′+ d′,  r = d′- c′. (6 .43)

则对策的平衡点根据不同的 Q, q, R , r 值由下面的 ( 1)和 (2 )两组

不等式确定 :

(1 ) 当 Q = 0 且 q = 0 时 ,

0 ≤ x ≤ 1 ,  0 ≤ y≤ 1 . (6 .44)

  当 Q = 0 , q > 0 时 ,

x = 0 ,  0 ≤ y≤ 1 . (6 .45)

  当 Q = 0 , q < 0 时 ,

x = 1 ,  0 ≤ y≤ 1 . (6 .46)

  当 Q > 0 时 ,

x = 0 , y≤ q/ Q ,

0 < x < 1 , y = q/ Q ,

x = 1 , y≥ q/ Q .

(6 .47)

  当 Q < 0 时 , ( 6.47 )右边第一和第三个关于 y 的不等式换成

反方向的不等式 .

(2 ) 当 R = 0 且 r = 0 时 ,

0 ≤ x ≤ 1 ,  0 ≤ y≤ 1 . (6 .48)

  当 R = 0 , r > 0 时 ,

0 ≤ x ≤ 1 ,  y = 0 . (6 .49)

  当 R = 0 , r < 0 时 ,

0 ≤ x ≤ 1 ,  y = 1 . (6 .50)

  当 R > 0 时

x ≤ r/ R , y = 0 ,

x = r/ R , 0 < y < 1 ,

x ≥ r/ R , y = 1 .

(6 .51)

  当 R < 0 时 , ( 6.51 )左边第一和第三个关于 x 的不等式换成

反方向的不等式 .
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将 4 组不等式 ( 6.44 )至 ( 6.47 )中满足对策条件的一组与

(6.48)至 (6.51)中满足条件的一组联立起来 ,即可求得与平衡点

相对应的 x 和 y值 .

例 6.3.13  囚犯的难题 ( the prisoners′dilemma)

2×2 双矩阵对策的支付矩阵是

A =
8 0

10 2
,  B =

8 10

0 2
.

  利用公式 (6.42)和 (6.43)计算 Q, q, R , r:

Q = 0 , q = 2 > 0 ,

R = 0 , r = 2 > 0 .

由 (6.45)和 (6.49)知 ,对策的平衡点 ( x , y )满足下列关系 :

x = 0 , 0 ≤ y≤ 1 , (6 .52)

0 ≤ x ≤ 1 , y = 0 . (6 .53)

图  6.9

  不等式组 ( 6.52 ) 在图 6.9 中以粗黑线条画出 , 不等式组

(6.53)则用虚线画出 .容易看出 ,粗线和虚线的交点就是对策的平

衡点 .因此 ,对策有唯一的一个平衡点 ,即

x = 0 ,  y = 0;

或
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( X, Y ) = ( ( 0, 1 ) , ( 0, 1 ) ) .

局中人 1 和 2 都采用第 2 个纯策略 ,得到的支付都是 2 .

这个结果对两个局中人显然都不是最有利的 .如果双方都选

择第 1 个策略 ,得到的支付都是 8 ,远较平衡点处的值为大 .但在

非合作对策的范畴内 ,两个局中人没有办法能保证达到这一结局 .

例 6.3.14  周末文娱问题 ( battle of the sexes)

2×2 双矩阵对策的支付矩阵是

A =
2 - 1

- 1 1
,  B =

1 - 1

- 1 2
.

  按照公式 (6.42)和 (6.43) ,算得

Q = 5 > 0 , q = 2 ,

R = 5 > 0 , r = 3 .

将这些数值代入公式 (6.47)和 (6.51) ,得到

x = 0 , y≤ 2/ 5 ,

0 < x < 1 , y = 2/ 5 ,

x = 1 , y≥ 2/ 5 .

(6 .54)

x ≤ 3/ 5 , y = 0 ,

x = 3/ 5 , 0 < y < 1 ,

x ≥ 3/ 5 , y = 1 .

(6 .55)

  解这些不等式 ,求得对策有 3 个平衡点 :

( x , y ) = ( 0 , 0) ,
3
5

,
2
5

, ( 1 , 1) .

用局中人 1 , 2 的混合策略

( X, Y) = ( ( x ,1 - x ) , ( y, 1 - y ) )

表示 ,就是

( (0 ,1 ) , (0 ,1 ) ) ,
3
5

,
2
5

,
2
5

,
3
5

, ( ( 1 , 0) , ( 1 , 0) ).

  不等式组 (6.54)在图 6.10 中以粗黑线条画出 , (6.55)则以虚
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图  6.10

线画出 .容易看出 ,粗线和虚线的交点就是对策的 3 个平衡点 .

如以 ( E1 , E2 )表示局中人 1 , 2 的期望支付 ,则在上述 3 个平

衡点处的期望支付依次是

( E1 , E2 ) = (1 ,2 ) ,  
1
5

,
1
5

,  (2 , 1 ).

  第二个平衡点处的支付显然比第一和第三个平衡点处局中人

1 , 2 所得的支付都小 .但由于这是一个非合作对策 ,不许可在事先

对如何选择策略进行协商 ,不许可两个局中人把他们的策略结合

起来 ,所以无法保证达到第一或第三个平衡局势 .

在这个例子里 ,如果局中人 1 采用策略 X = ( x , 1 - x) , 0≤ x

≤1;局中人 2 采用策略 Y = ( y, 1 - y) , 0≤ y≤1 ,他们的期望支付

分别是

E1 ( x , y ) = XAYT
= 5 x y - 2 ( x + y) + 1 , (6 .56)

E2 ( x , y ) = XBYT
= 5 x y - 3 ( x + y) + 2 . (6 .57)

  现在画出 E1 E2 平面上当 0≤ x≤1 , 0≤ y≤1 时 ( E1 , E2 )的

图形 .

由 (6.56) , ( 6.57 )不难得到 (消去 y ,解出 x)

0 ≤ 5 ( E1 - E2 )
2

- 2 ( E1 + E2 ) + 1 ≤ 5. (6.58)
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再利用条件 0≤ x 和 x≤1 ,还可得到

3 E1 - 2 E2 + 1 ≥ 0 , (6 .59)

2 E1 - 3 E2 - 1 ≤ 0 . (6 .60)

  先看 (6.58) .满足不等式

5( E1 - E2 )
2

- 2 ( E1 + E2 ) + 1 ≥ 0

的点 ( E1 , E2 )的区域是顶点在 ( 1/ 4 , 1/ 4 ) ,过点 ( 1 , 2 ) , ( 2 , 1 )的抛

物线的外侧 ,即包含原点的一侧 .

图  6.11

因此 ,满足 ( 6.58 ) , ( 6.59 ) , ( 6.60 )的点 ( E1 , E2 )形成一个区

域 ,就是图 6.11 中的阴影区域Ⅴ .对于局中人 1 , 2 的每一对混合

策略 ( X, Y ) ,有Ⅴ中一个点 ( E1 , E2 )与之相对应 ;反之 ,对于Ⅴ中

每一个点 ( E1 , E2 ) ,至少有局中人 1 , 2 的一对混合策略 ( X, Y ) ,

使得 ( E1 , E2 )是这一对混合策略下局中人 1 , 2 的期望支付 .通常

称区域Ⅴ为对策的支付集 .
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6.4  n人合作对策

6.4.1  基本概念、特征函数

  在一个 n 人非合作对策中 ,两个或两个以上的局中人不许可

事先商定如何选择策略 ,不许可把他们的策略结合起来 .不允许在

局中人之间对得到的支付进行重新分配 ,一个局中人不能分享另

一局中人得到的支付 .

n 人合作对策则对上述两方面的问题都不加限制 .局中人可

以进行充分的合作 : 可以事先商定 , 把他们的策略按任意方式协

调结合起来 ;可以在终局后重新分配若干个局中人所得支付的总

和 .

因此 ,一个 n 人合作对策应包含以下几个因素 :

首先 ,若干个局中人要在某些方面进行合作 ,他们需要结成一

个整体 ,称为联盟或合伙 .这是 n 人合作对策的一个重要因素 ;在

非合作对策中 ,每个局中人都为争取自己最大的利益而奋斗 ,不存

在联合起来进行合作的问题 .

其次 ,对于由局中人结成的每一个联盟 ,对策应规定一个对应

的数量 ,这个数量可以看作是对联盟的力量或财富或收入大小的

一种衡量 .这就是说 ,有一个定义在一切联盟的集上的实值函数 .

另外 ,每个联盟要把得到的总的收入分配给联盟的每一个成

员 .这就需要用数量来表示这种分配 .

在 n 人合作对策中 ,各个局中人如何选择策略已不是主要问

题 .强调的乃是联盟的形成 .

定义 6.4.1  设 I = {1 ,⋯ , n}是局中人的集 , v ( S )是定义在

I 的一切子集 ,即联盟 (coalition) S 集上的实值函数 ,并满足条件

v(� ) = 0 ,

·614·



v ( I ) ≥∑
i∈ I

v ( { i} ) ,

则称 Γ≡ [ I , v ]为 n 人合作对策 ( n-person cooperative game) ,

v( S )为对策的特征函数 (characteristic function) .

在这一节里 ,假定每个联盟 S 得到的收入可以按照任意方式

分配给联盟的成员 .这一条件称为局外支付 ( side payments)条件 .

定义 6.4.2  设 Γ≡ [ I , v]是 n 人合作对策 .如果对于一切

S , T� I , S∩ T =� ,有

v( S ∪ T ) ≥ v( S ) + v( T ) ,

则称 v 或Γ具有超可加性 ( superadditivity) .

定义 6.4.3  设 Γ≡ [ I , v]是 n 人合作对策 .如果对于一切

S , T� I , S∩ T =� ,有

v( S ∪ T ) = v( S ) + v( T ) ,

则称 v 或Γ具有可加性 ( additivity ) .

定义 6.4.4  n 人合作对策如果具有可加性 ,这种对策称为

非实质性的对策 ( inessen tial game) ,否则称为实质性的对策 ( es-

sential game) .

定理 6.4.5  n 人合作对策Γ≡ [ I , v]具有可加性的充要条

件是

v ( I ) =∑
i∈ I

v ( { i} ).

  主要感兴趣的 n 人合作对策是实质性的对策 .由定理 6.4.5

和定义 6.4.1 中特征函数的定义可知 ,实质性的对策就是特征函

数 v 满足条件 v( I) > ∑
i∈ I

v( { i} ) 的对策 .

本节中介绍的合作对策 , 除特别指明者外 , 假定都是超可

加的 .

6.4.2  策略等价关系、(0 ,1)规范化

合作对策可以按其基本性质进行分类 ,使得每一类对策具有
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共同的特性 .从局中人的角度来考虑 ,如果两个对策具有共同的局

中人 ,而且他们的特征函数在策略方面的可能性完全相同 ,就把这

两个对策看做是等价的 ,同时把两个特征函数也看做是等价的 .这

种等价关系称为策略等价关系 .将全体特征函数划分为策略等价

类后 ,从每一类中选出一个最简单的特征函数作为这一类的代表 .

这样 ,对整个一类对策或特征函数的研究 ,就可以通过对这个代表

的研究来实现 .

定义 6.4.6  设 Γ≡ [ I , v]和Γ′≡[ I , v′]是定义在同一个 I

= {1 ,⋯ , n }上的两个 n 人合作对策 .如果存在 n 个常数 a1 ,⋯ ,

an 和一个正的常数 c,使得对于每一个 S� I有

v′( S ) = cv( S ) +∑
i∈ S

ai ,

则称Γ和Γ′是策略等价的 ( st rategically equivalent ) ,或者说 ,特征

函数 v 和 v′是策略等价的 .

这样定义的策略等价关系显然满足等价关系 ( equivalence re-

lation)的 3 个条件 ,即 ,自反性、对称性和可递性 .

定义 6.4.7  n 人合作对策Γ≡[ I , v]的特征函数 v 若满足

条件

v( { i} ) = 0 ,  i = 1 ,⋯ , n

和

v ( I ) = 1 ,

则称Γ或 v 是 ( 0 , 1)规范化的 ( normalized) .

定理 6.4.8  每一个实质性的 n 人合作对策Γ≡[ I , v ]策略

等价于唯一的一个 (0 ,1 )规范化对策 .即 ,对于每一个 S� I ,有

v′( S ) = cv( S ) +∑
i∈ S

ai ,

其中

c =
1

v( I) - ∑
i∈ I

v( { i} )
> 0 ,
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ai =
- v( { i} )

v ( I) - ∑
i∈ I

v ( { i} )
,  i = 1 ,⋯ , n .

  v′( S )是 (0 , 1 )规范化特征函数 .

由定理 6.4.8 ,对于固定的 I ,合作对策的每一个策略等价类

可以由其 (0 ,1 )规范化对策作为代表 ,它具有整个一类对策的共同

特性 .因此 ,对于每一个策略等价类 ,只需研究其代表即可 .

例 6.4.9  设 6人合作对策的特征函数 v 的值是 ( | S |是联

盟 S 中的局中人数 ) :

v ( S ) = 1 ,    �若 | S | = 1 ,

v ( S ) = 3 , 若 | S | = 2 ,

v ( S ) = 5 , 若 | S | = 3 ,

v ( S ) = 7 , 若 | S | = 4 ,

v ( S ) = 10 , 若 | S | = 5 ,

v ( I) = 12.

现在把这个特征函数化为 (0 ,1 )规范化形式 .

按照定理 6.4.8 中的公式计算 c和 ai ,有

c =
1

v( I) - ∑
6

i = 1

v( { i} )

=
1

12 - 6
=

1
6

,

ai = - cv( { i} ) = -
1
6
·1 = -

1
6

,  i = 1 ,⋯ , 6 .

  因此 ,与 v 策略等价的 ( 0 , 1)规范化特征函数 v′的值是

v′( { i} ) = 0 ,   i = 1 ,⋯ , 6 ,
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v′( S ) =
3
6

-
2
6

=
1
6

, 若 | S | = 2 ,

v′( S ) =
5
6

-
3
6

=
2
6

, 若 | S | = 3 ,

v′( S ) =
7
6

-
4
6

=
3
6

, 若 | S | = 4 ,

v′( S ) =
10
6

-
5
6

=
5
6

, 若 | S | = 5 ,

v′( I) = 1.

  对于 n 人合作对策 ,除了上述 ( 0 , 1 )规范化形式外 ,有时也用

到 ( - 1 ,0 )规范化的形式 .

定义 6.4.10  n 人合作对策Γ≡ [ I , v ]的特征函数 v ,若满

足条件

v( { i} ) = - 1 ,   i = 1 ,⋯ , n ,

和

v ( I ) = 0 ,

则称Γ或 v 是 ( - 1 , 0)规范化的 .

不难验证 ,从 ( 0 , 1)规范化特征函数 v 变换成 ( - 1 , 0 )规范化

特征函数 v′的公式是

v′( S ) = nv( S ) - | S | ,   S � I.

  在上面的例 6.4.9 中 , 将 ( 0 , 1 )规范化特征函数 v′变换成

( - 1 ,0 )规范化特征函数 v″,结果是

v″( S) = - 1 , 若 | S |≤ 4 ,

v″( S) = 0 , 若 | S | > 4 .

  定理 6.4.11  任何非实质性 n 人合作对策与一个特征函数

恒等于零的对策策略等价 .

6.4.3  二人合作对策

定义 6.4.12  在一个 n 人对策中 ,如果对于每一个局势 s有
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∑
n

i = 1

Pi ( s) = k,

其中 k 为一常数 ,则称对策为常和 ( constant-sum)对策 ,否则为非

常和 ( non-constan tsum)对策 .

如果选择 n 个常数 ki , i = 1 ,⋯ , n ,使

∑
n

i = 1

ki = k ,

并令 Pi′( s) = Pi ( s) - ki ,  i = 1 ,⋯ , n ,

则 ∑
n

i = 1

Pi′( s) = 0.

可见 ,常和对策与零和对策从策略上考虑是等价的 .在同一个策略

局势下 ,两者每个局中人得到的支付相差一个常数 .

对于特征函数形式下的 n 人合作对策 ,常和与零和也同样是

等价的概念 .

首先 ,关于常和 n 人合作对策的特征函数 ,有下面的性质 .

定理 6.4.13  在常和 n 人合作对策Γ≡ [ I , v]中 ,对于每一

个联盟 S� I ,有

v ( S) + v( I \ S) = v( I) .

  这一性质称为特征函数的互补性 (complementarity) .

最简单的合作对策是二人合作对策 .如果将二人合作对策分

为常和与非常和两类 ,则根据定理 6.4.13 容易看出 , 一切常和二

人合作对策都是非实质性的 .

下面考虑一个非常和二人合作对策 .

例 6.4.14  在二人非合作对策的例 6.3.14 中 ,局中人 1 , 2

的支付矩阵分别是

A =
2 - 1

- 1 1
,  B =

1 - 1

- 1 2
.

  作为二人非合作对策 ,已经看到 ,由于局中人 1 , 2 只能各自独

·124·



立地采用混合策略 ,所以它的支付集是图 6.11 中的域Ⅴ .

现在 ,如果支付矩阵 A, B所代表的对策是一个合作对策 ,则

局中人 1 和 2 的混合策略可以按任意方式结合起来 ,形成联合的

混合策略 .例如 ,两个局中人可以事先商定 ,或者两人都选择策略

1,或者都选择策略 2 .要做到这一点 ,只要掷一枚钱币 ,预先规定 ,

若钱币正面向上 ,则两人都选择策略 1,若反面向上 ,则都选择策

略 2 .

如果允许局中人 1, 2 采用一切可能的联合混合策略 ,则全体

支付 ( E1 , E2 )的集是图 6.12 中的区域Ⅴ′, 它是 3 点 ( 1 , 2 ) , ( 2 ,

1) , ( - 1 , - 1)的凸包 .

图  6.12

不难算出 ,这个二人合作对策的特征函数 v 的值是

v( {1 } ) = v( {2 } ) =
1
5

,  v( {1 , 2 } ) = 3.

其策略等价于唯一的一个 ( 0 , 1 )规范化对策 , 其特征函数 v′的值

是

v′( {1 } ) = v′( {2} ) = 0 , v′( {1 , 2} ) = 1.

·224·



6.4.4  转归及其优超关系

定义 6.4.15  n 维向量 x = ( x1 ,⋯ , xn )若满足条件

x i ≥ v( { i} ) ,   i = 1 ,⋯ , n , (6 .61)

∑
n

i = 1

x i = v( I) , (6 .62)

称为对策Γ≡[ I , v]的一个转归 ( imputation) ,也可以称为分配 .

(6.61)称为个体合理性 ( individual rationality)条件 .可以解释

为 : 一个局中人 i ,不管他是否参加到一个联盟中去 ,如果最终分

配给他的数额还达不到他一个人单干所能得到的收入 ,他当然不

可能接受这样的分配 .

(6.62)称为集体合理性 ( group rationality )或派雷托最优性

( Pareto optimality)条件 .可以解释为 :如果

v( I) > ∑
n

i = 1

x i ,

则 I 中全部成员可以组成大联盟 I ,得到的总收入 v ( I )超过转归

x分配给他们的总数额 .因此 , 他们肯定不会接受这样的分配方

案 .另一方面 ,∑
n

i = 1

x i > v( I) 是不可能的 ,因为总的分配不许可超

出总的收入 .由此可见 , (6.62)应当成立 .

定理6.4.16  非实质性的 n 人合作对策Γ≡ [ I , v]只有一个

转归 ,即

x = ( v ( {1 } ) ,⋯ , v ( { n} ) ).

  对于实质性的对策Γ≡[ I , v] ,由于

a = v( I) -∑
n

i = 1

v( { i} ) > 0 ,

有无穷多种方式将 a分为 n 个非负的实数 a1 ,⋯ , an ,使得

∑
n

i = 1

ai = a.
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因此 ,任何形如

x = ( v ( {1} ) + a1 ,⋯ , v ( { n} ) + an )

的向量都是Γ的转归 .

对于 (0 ,1 )规范化的对策 Γ≡[ I , v ] ,转归 x = ( x1 ,⋯ , xn )应

满足的条件 (6.61) , ( 6.62 )变为

x i ≥ 0 ,   i = 1 ,⋯ , n , (6 .63)

∑
n

i = 1

x i = 1 . (6 .64)

  定义 6.4.17  n 人合作对策Γ≡ [ I , v]全体转归的集记为

X (Γ) .

定义 6.4.18  设 x = ( x1 ,⋯ , xn )和 y = ( y1 ,⋯ , yn )是 n 人

合作对策Γ≡[ I , v ]的两个转归 ,联盟 S 是 I的非空子集 .如果

v ( S) ≥∑
i∈ S

yi , (6 .65)

且 y i > x i ,   i∈ S (6 .66)

则称 y关于 S 优超于 x( y dominates x with respect to S) ,或者说 ,

x关于 S 被 y优超 ,记为

y > Sx .

  ( 6.65 )称为有效性 ( effectiveness )或可行性条件 .或者说 , S

是对于 y的有效集 (effective set ) .

一个转归关于某个联盟优超于另一个转归的概念满足可递

性 .这就是说 ,如果 z > Sy, y > Sx,则 z > Sx .

由定义可知 ,关于单人联盟不可能有转归的优超关系 .关于全

体局中人的大联盟 I 也不可能有转归的优超关系 .

定义 6.4.19  如果存在非空联盟 S� I ,使 y > Sx,则称转归

y优超于转归 x,记为 y > x .

转归的一般优超关系不一定满足可递性 ,举例如下 .

设三人合作对策的特征函数 v 的值是
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v( { i} ) = 0 ,   i = 1 , 2 , 3 ,

v ( {1 , 2} ) = v( {1 , 3 } ) = v( {2 ,3 } ) = v( I ) = 10.

考虑转归

z = (0 ,5 ,5 ) ,  y = ( 6, 4, 0 ) ,  x = (4 ,0 ,6 ).

显然有 z > y, y > x,但 z不优超于 x .

定义 6.4.20  设 S� I , y∈ X(Γ) .定义

Dom S y = { x| x∈ X (Γ) ; y > Sx} ,

称为转归 y关于联盟 S 的优超域 ( dominion) .并定义

Dom y = ∪
S� I

Dom Sy,

称为转归 y的优超域 .

定义 6.4.21  设 S� I , A� X (Γ) .定义

Dom S A = ∪
y∈ A

Dom Sy,

称为转归集 A 关于联盟 S 的优超域 .并定义

Dom A = ∪
S� I

Dom S A ,

称为转归集 A 的优超域 .

以下讨论三人合作对策转归的优超关系 .

由于非实质性的合作对策只有一个转归 ,而且这种对策策略

等价于特征函数恒等于零的对策 (见定理 6.4.16 和定理

6.4.11 ) ,所以不存在转归的优超问题 .假定所讨论的三人合作对

策都是实质性的 ,且对策已简化为 ( 0 , 1)规范化形式 .

三人合作对策转归集 X(Γ)的点 x可用平面上高为 1 的正三

角形中重心坐标为 ( x1 , x2 , x3 )的全部点来表示 ,其中 x1 , x2 , x3

满足条件

x i ≥ 0 ,   i = 1 ,2 ,3 ;

x1 + x2 + x3 = 1.

这里的表示方式同图 6.3 一样 .

(1 ) 对于实质性的常和三人合作对策 Γ≡[ I , v ] ,有

·524·



v ( { i} ) = 0 ,   i = 1 ,2 ,3 ,

v ( {1 , 2} ) = v( {1 , 3} ) = v( {2 , 3 } ) = v( I) = 1.

这可从定理 6.4.13 直接推得 .

设 y= ( y1 , y2 , y3 )∈ X(Γ) .先考虑联盟 {1 , 2 } .由于 y > { 1 , 2 }

x的定义是

v( {1 ,2 } ) = 1 ≥ y1 + y2 , (6 .67)

y1 > x1 ,   y2 > x2. (6.68)

在图 6.13 中 y关于联盟{1 , 2}的优超域是

Dom{ 1 , 2 } y = yb3 c,  不包括 yb和 yc.

类似地 ,有

Dom{ 1 ,3 } y = yf2 a ,  不包括 yf 和 ya ,

Dom{ 2 ,3 } y = yd1 e,  不包括 yd 和 ye.

图  6.13

  因此 ,由定义 6.4.20 , y的优超域是

Domy = (Dom{ 1 , 2 } y) ∪ ( Dom{ 1 ,3 } y) ∪ (Dom{ 2 ,3 } y) ,

就是图 6.13 中的三个阴影部分 .图中无阴影部分的三个三角形

(包括三角形的边界 )是不被转归 y优超的区域 .

(2 ) 实质性非常和三人合作对策 Γ≡ [ I , v ]特征函数 v 的
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值是

v( { i} ) = 0 , i = 1 , 2 , 3 , v ( I) = 1 ,

v ( {1 ,2 } ) = c3 , v ( {1 , 3} ) = c2 , v ( {2 ,3 } ) = c1 ,

其中 c1 , c2 , c3 都是 [0 , 1 ]中的常数 .

y > { 1 ,2 } x的定义是

v( {1 ,2 } ) = c3 ≥ y1 + y2 , (6 .69)

y1 > x1 , y2 > x2. (6.70)

有效性条件 (6.69 )可以改写成

y3 ≥ 1 - c3. (6.71)

不等式 ( 6.67 )是当然成立的 .而 ( 6.71 )则表示点 y应位于直线

y3 = 1 - c3上或在其右侧 ,见图 6.14 .

图  6.14

类似地 ,由 y > { 1 ,3 } x和 y > { 2 , 3 } x分别有

y2 ≥ 1 - c2 , (6 .72)

y1 ≥ 1 - c1 . (6 .73)

  一个转归 y如果满足条件 ( 6.71 ) , ( 6.72 ) , ( 6.73 ) ,则它的优

超域如图 6.15 所示 , 是三个平行四边形 .这与图 6.13 的情况类

似 .
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图  6.15

如果 y满足条件 ( 6.71 )和 ( 6.72 ) ,但不满足条件 (6.73 ) ,则 y

的优超域

Dom y = (Dom{ 1 , 2 } y) ∪ ( Dom{ 1 ,3 } y) ,

如图 6.16 中的阴影部分所示 .

图  6.16
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又若 y满足条件 ( 6.73 ) ,但不满足条件 ( 6.71 )和 ( 6.72 ) ,则

Dom y是图 6.17 中的一个平行四边形 .

其他的情形可以类似地画出 ,不再一一列举 .

图  6.17

6.4.5  核心

为了书写简洁 ,采用下述记号 .设 S≠�是一个联盟 , x =

( x1 ,⋯ , xn )是一个转归 .记 x( S ) = ∑
i∈ S

x i ,并规定 x(� ) = 0 .

定义 6.4.22  设 Γ≡ [ I , v ]是 n 人合作对策 .x = ( x1 ,⋯ ,

xn )是一个转归 ,定义

C(Γ) = { x| x∈ X (Γ) ; v ( S ) - x ( S ) ≤ 0 , S � I} ,

称为Γ的核心 (core) .

这个定义表示 ,对于每一个联盟 S� I , C (Γ)中的转归 x 提

供给 S 的分配不少于 S 自身所能得到的收入 v ( S ) ,因而 x是能

被一切 S 接受的转归 .

定理 6.4.23  设 Γ≡ [ I , v ]是 n 人合作对策 .转归 x∈ C

(Γ)的充要条件是 x不被优超 .

我们知道 ,关于单人联盟{ i}和全体局中人的大联盟 I 都不存
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在转归的优超关系 ,所以 n 人合作对策只有当 n≥ 3 时才会有

核心 .

当 n≥3 时 ,任何非实质性的对策 Γ≡ [ I , v]具有可加性 ,且

只有唯一的一个转归 (见定义 6.4.4 和定理 6.4.16) ,即

x = ( v ( {1 } ) ,⋯ , v ( { n} ) ) ,

因而这个转归也可以说就是它的核心 .

n≥3 的实质性对策 ,可以区分为常和 n 人合作对策与非常

和 n 人合作对策两类 .关于前者 ,有下面的定理 .

定理 6.4.24  设 Γ≡[ I , v]是实质性的常和 n 人合作对策 ,

则 C(Γ) =� .

关于实质性的非常和 n 人合作对策 ,核心可以是非空的转归

集 ,也可能是空集 .令 n = 3 的情形举例如下 .

为了简化记号 ,再规定下列记法 :

x (12) = x ( {1 , 2} ) = x1 + x2 ,

x (2 ) = x( {2 } ) = x2 ,

v ( 23 ) = v( {2 , 3} ) , v ( i ) = v( { i} ) ,

等等 .

例 6.4.25  设三人合作对策 Γ的特征函数 v 的值是

v( i ) = 0 ,  i = 1 , 2 , 3 ,

v (12) =
2
3

, v ( 13 ) =
7

12
, v ( 23 ) =

1
2

,

v (123 ) = 1.

  由核心 C(Γ)的定义 ,转归 x = ( x1 , x2 , x3 )∈ C(Γ)的充要条

件是
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v( i ) = 0 ≤ x i ,   i = 1 ,2 ,3 ,

v (12) =
2
3
≤ x1 + x2 ,

v (13) =
7

12
≤ x1 + x3 ,

v (23) =
1
2
≤ x2 + x3 ,

v (123 ) = 1 = x1 + x2 + x3.

  由此得到

C(Γ) = x x1 ≤
1
2

, x2 ≤
5

12
, x3 ≤

1
3

,

它是图 6.18 中的阴影区域 ,是一个闭三角形 .

图  6.18

例 6.4.26  设三人合作对策 Γ的特征函数 v 的值是

v( i) = 0 ,  i = 1 , 2 , 3 ,

v ( 12 ) =
1
3

, v (13) =
1
6

, v (23) =
5
6

,

v ( 123) = 1.

  x∈ C(Γ)的条件是
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v( i ) = 0 ≤ x i ,  i = 1 , 2 , 3 ,

v ( 12 ) =
1
3
≤ x1 + x2 ,

v ( 13 ) =
1
6
≤ x1 + x3 ,

v ( 23 ) =
5
6
≤ x2 + x3 ,

v ( 123) = 1 = x1 + x2 + x3 .

  因此 ,

C(Γ) = x x1 ≤
1
6

, x2 ≤
5
6

, x3 ≤
2
3

,

它是一个四边形 ,见图 6.19 .

图  6.19

从以上两个例子可以看出 ,实质性非常和三人合作对策如果

具有非空的核心 ,则这个核心可以是 X (Γ)中的一个点、一个线

段、一个三角形、一个四边形、一个五边形或一个六边形 .

另一方面 ,实质性非常和三人合作对策并不一定有非空的核

心 .事实上 ,不难看出 ,对于 ( 0 , 1)规范化的非常和三人合作对策来

说 ,核心为空集的充要条件是 v (12) + v(13) + v( 23 ) > 2 .
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6.4.6  稳定集

上节所介绍的核心无疑是合作对策的一个重要概念 .但如果

企图把核心作为合作对策的解 ,则存在不可克服的困难 :有许多对

策的核心是空集 .本节介绍一种古典的解的概念 .

定义 6.4.27  设 Γ≡[ I , v]是 n 人合作对策 ; V� X (Γ)是

满足下面两个条件的转归的集 :

(1 ) 对于任意 x, y∈ V ,有 x≯y,

(2 ) 若 w∈ X(Γ) , w| V ,则存在 z∈ V 使 z > w .

称 V 为对策Γ的一个稳定集 ( stable set ) ,或称为 Γ的一个

vN-M解 ( von Neumann-Morgenstern solu tion) .

定义中的条件 ( 1 )表明 , V 中的任意两个转归之间没有优超

和被优超的关系 .这一性质称为 V 的内部稳定性 ( inner stability) .

条件 (2 )称为 V 的外部稳定性 ( external stability ) .这个性质

表明 ,不在 V 中的每一个转归w,至少被 V 中一个转归 z所优超 .

这就是说 ,至少有一个联盟 S 不喜欢 w .这个联盟 S为了自身的

利益希望争取一个分配方案 z∈ V ,使得 z > Sw .

每一个稳定集是合作对策 Γ在上述意义下的一个解 .这种解

可以有不止一个 ,甚至有无穷多个 .

合作对策的核心和稳定集之间有下述关系 .

定理 6.4.28  设 n 人合作对策Γ≡ [ I , v ]有非空的核心

C(Γ) ,且它的 vN-M解 V 存在 ,则 C (Γ)� V .

非实质性的合作对策只有一个转归 ,下面仍然就 n = 3 的情

形来讨论实质性合作对策的稳定集 .同前两段讨论转归的优超关

系和核心的程序一样 ,首先考虑常和三人合作对策 ,然后再考虑非

常和三人合作对策 .

(1 ) 对于实质性的常和三人合作对策 Γ≡[ I , v ] ,有

v( i ) = 0 ,  i = 1 , 2 , 3 ,
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v( 12 ) = v( 13 ) = v(23) = v( I ) = 1.

  1) 在图 6.20 中 ,平行于转归三角形一个边的一条直线 ,例如

平行于边 23 的直线段 bc,如果它的方程是 x1 = k , 0≤ k < 1/ 2 ,则

它上面的点所代表的转归具有以下两个性质 :

( i) 若 x, y是 bc上任意两点 ,则 x和 y互不优超 .

( ii) 显然

Dom{ 2 , 3 } bc = bc1 ,   不包括 bc,

Dom{ 1 , 3 } b = bb′2 c,   不包括 bb′和 bc,

Dom{ 1 , 2 } c = cb3 c′,   不包括 cc′和 bc .

因此

Dom bc = X (Γ) \ bc .

  由定义可知 , bc是Γ的一个稳定集 .上面的 ( i )就是稳定集的

内部稳定性 , ( ii )就是外部稳定性 .

当 k是小于 1/ 2 的任何非负实数时 ,这种平行于边 23 的线段

bc即 x1 = k有无穷多条 ,因而Γ的这一类 vN-M 解有无穷多个 .

图  6.20 图  6.21

同理 ,平行于三角形的边 12 或 13 且分别位于另二边中点连

线左边或右边的直线段也是Γ的 vN-M 解 .这两类解也都有无穷

多个 .
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2) 常和三人合作对策还有另外一个稳定集 ,就是转归三角形

三条边的三个中点组成的集{ a , b, c} ,见图 6.21 .

V = { a, b , c}确为 Γ的一个 vN-M 解 , 这可以根据定义

6.4.27 来验证 :

( i) 内部稳定性 . a , b, c三点中任何二点间没有优超关系 .

( ii) 外部稳定性 .由于

Dom a = Dom{ 2 ,3 } a = ( ac1 b) \ { ab, ca} ,

Dom b = Dom{ 1 ,3 } b = ( ba2 c) \ { bc, ab} ,

Dom c = Dom{ 1 ,2 } c = ( cb3 a) \ { ca , bc} ,

这就说明了 X (Γ)中除 a , b , c外任一转归至少被 a , b, c 三者之

一优超 .

稳 定 集 V = { a, b, c } = 0 ,
1
2

,
1
2

,
1
2

, 0 ,
1
2

,

1
2

,
1
2

, 0 称为 Γ的对称解 ( symmetric solution) .前一种类型即

1)中的解则称为有差别待遇的解 ( discriminatory solution) .得到常

数 k 0≤ k <
1
2
的那个局中人称为受到差别待遇的局中人 .

(2 ) 设实质性非常和三人合作对策 Γ≡ [ I , v ]的特征函数 v

的值是

v( i ) = 0 ,   i = 1 , 2 , 3 ,

v ( 12 ) = c3 , v ( 13 ) = c2 , v ( 23 ) = c1 ,

v ( I) = 1 ,

其中 0≤ c1 , c2 , c3≤1 .

以下分为 C(Γ)≠�和 C(Γ) =�两种情形来讨论Γ的稳定

集 .在 6.4.5 核心一节之末曾经指出 ,Γ的核心为空集的充要条件

是

v( 12 ) + v( 13 ) + v( 23 ) > 2. (6.74)

  1) C(Γ)≠� .设 C(Γ)如图 6.22 中所示 .C(Γ)中的点是不
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被任何转归优超的转归 .

图  6.22

关于联盟{1 ,2 } , C (Γ)中只有线段 ab 上的点满足转归间优

超关系的有效性条件 (6.65) ,这时 v (12) = x( 12 ) .显然 ,

Dom{ 1 , 2 } ab = abe3 fa ,   不包括 af , be.

同理

Dom{ 1 ,3 } ca = caj2 dc,   不包括 cd , aj ,

Dom{ 2 , 3 } bc = bcg1 hb,   不包括 bh , cg.

  由此可见 , C (Γ)中任何两点之间不存在优超关系 . C (Γ)的

内部点关于任何二人联盟不满足优超关系的有效性条件 .C (Γ)

的边界 ab, bc, ca 上的点优超于 3 个五边形内部的全部点 .而 3 个

三角形 af j , bhe, cdg 包括其边界的全部点不被 C (Γ)的边界上的

点优超 .

试考察 afj这个三角形 .从顶点 a到对边 f j上任一点 a′作一

条连线 aa′, 则 aa′上任意两点互不优超 .这是因为 , 关于联盟

{2 ,3 } , aa′上的点不满足优超的可行性条件 ( 6.65 ) ;而关于联盟

{1 ,2 } ,虽然可行性条件成立 ,但若 x = ( x1 , x2 , x3 ) , x′= ( x1′, x2′,
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x3′)是 aa′上的两点 ,则或者是

x1 > x1′,   x2 ≤ x2′,

或者是

x1 < x1′,   x2 ≥ x2′.

关于联盟{1 ,3 } ,情况也一样 .

图  6.23

再设 x是 aa′上的一点 ,见图 6.23 .则

Dom{ 1 ,2 } x = xq3 s ,

Dom{ 1 ,3 } x = xr2 p .

令 x沿 aa′从 a 变到 a′,可知 Dom aa′包含整个三角形 af j 中除

aa′以外的全部点 .

同理 ,从三角形 C(Γ)的另外两个顶点 b, c分别向小三角形

bhe, cdg 的对边上任一点 b′, c′各作一条连线 bb′和 cc′,见图 6.22 ,

则 Dom bb′包含整个小三角形 bhe(除 bb′) , Dom cc′包含整个小三

角形 cdg (除 cc′) .

综上所述 ,可得到对策 Γ的一个 vN-M 解 :

V = C(Γ) ∪ aa′∪ bb′∪ cc′.

这就是说 ,当非常和三人合作对策 Γ的核心 C(Γ)≠�时 ,根据定

理 6.4.28 ,有 C(Γ)� V .如果 C(Γ)的图形如图 6.22 中所示 ,则

·734·



除 C(Γ)以外再加上三个直线段 aa′, bb′, cc′,就得到 Γ的一个

vN-M解 .

如果 C(Γ)不是一个三角形 ,而是像图 6.19 中那样的一个四

边形 ,则不被优超的小三角形只有一个 ,这时只需把核心 C(Γ)加

上一条直线段就可以得到Γ的一个 vN-M解 .

其他情形与此类似 ,不再列举 .

2) C(Γ) = � .前面已经提到 , C (Γ) = �的充要条件是

(6.74) .这时 ,转归三角形 X (Γ)和直线 x1 = 1 - c1 , x2 = 1 - c2 ,

x3 = 1 - c3 的位置如图 6.24 所示 .

图  6.24

小三角形 abc中没有一个点被它外面的任何点所优超 .并且

abc中的点关于三个联盟 {1 , 2} , {1 , 3 } , {2 , 3 }都满足优超关系的

可行性条件 (6.65) .因此 ,可以像前面 ( 1)中讨论常和三人合作对

策那样 ,考虑小三角形 abc中平行于 bc边并且位于 ab 和 ac中点

连线下方的一个线段 de,它具有下列性质 :

( i) de上任意两点所代表的转归互不优超 .

( ii) de关于各个二人联盟的优超域是 (见图 6.25)

Dom{ 1 , 2 } de = ( dh3 j ) \ { dh , dj} ,
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Dom{ 1 , 3 } de = ( em2 g) \ { em , eg} ,

Dom{ 2 , 3 } de = ( del1 kd ) \ { dk, el} .

图  6.25

我们得到不被 de优超的域是三个小三角形 f j m , elh , dgk .在这三

个小三角形中各加上一条直线段 f f′, ee′, dd′,则 de和这三个直

线段构成一个 vN-M 解 V :

V = de∪ f f′∪ ee′∪ dd′.

  最后 ,考虑小三角形 abc三边的三个中点 d , e, f .这三个点互

不优超 ,它们的优超域是 (见图 6.26 )

Dom{ 2 ,3 } d = ( dk1 l ) \ { dk , dl} ,

Dom{ 1 ,3 } e = ( em2 g) \ { em , eg} ,

Dom{ 1 ,2 } f = ( fh3 j ) \ { fh , f j} .

  我们在不被 { d , e, f }优超的三个小三角形 djm , elh , f gk 中

各加上一条直线段 d d′, ee′, f f′,则

V = d d′∪ ee′∪ f f′

也是一个 vN-M 解 .

通过以上对三人合作对策的分析 ,已经足以说明 ,以稳定集作

为合作对策的解的概念 ,是不能令人满意的 .
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图  6.26

此外 , Lucas 于 1968 年发表了一个 10 人合作对策的例子 ,它

的稳定集不存在 ;其详细证明发表于 1969 年 .这个例子是

Γ≡ [ I , v] ,   I = {1 ,⋯ , 10 } ,

v ( I) = 5 ,  v (13579 ) = 4 ,

v ( 12 ) = v( 34 ) = v(56) = v (78) = v( 9 , 10 ) = 1 ,

v ( 3579 ) = v( 1579 ) = v(1379) = 3 ,

v ( 357) = v (157 ) = v(137 ) = 2 ,

v ( 359) = v (159 ) = v(139 ) = 2 ,

v ( 1479 ) = v( 3679 ) = v(5279) = 2 ,

v ( S ) = 0 ,   对于其他 S � I.

这个对策的核心 C(Γ)≠� .

Lucas和 Rabie于 1982 年又发表了一个核心为空集而稳定集

不存在的 14 人合作对策的例子 .

6.4.7  广义转归与强ε核心

为了后面两节的需要 ,这里再引进一些新的概念 .

定义 6.4.29  设 Γ≡[ I , v ]是 n 人合作对策 . n 维向量 x =

( x1 ,⋯ , xn )若满足条件 x ( I) = v ( I ) ,称为一个广义转归 ( pre-im-
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putation ) .记全体广义转归的集为 X
*

(Γ) .

Γ的广义转归与定义 6.4.15 中转归的区别在于后者满足个

体合理性条件 (6.61) . X(Γ)显然是 X
*

(Γ)的子集 .

定义 6.4.30  设 Γ≡[ I , v]是 n 人合作对策 .对于每一个广

义转归 x∈ X
*

(Γ)和每一个联盟 S� I ,定义 e( S , x) = v( S ) -

x ( S ) ,称为 S 在 x处的超出值 (excess) .

利用超出值的记号可将核心的定义 6.4.22 改写成

C(Γ) = { x| x∈ X(Γ) ; e( S , x) ≤ 0, S � I}. (6.75)

这个定义等价于

C(Γ) = { x| x∈ X
*

(Γ) ; e( S , x) ≤ 0 , S � I} .

(6 .76)

  定义6.4.31  设 Γ≡ [ I , v]是 n 人合作对策 ,ε是一个实数 .

广义转归的集

Cε(Γ) = { x| x∈ X * (Γ) ; e( S , x) ≤ε, S � I , S ≠� , I }

称为Γ的强ε核心 ( strongε-core) ,或简称为ε核心 .

Γ的核心 C(Γ)就是强 0 核心 C0 (Γ) .ε当然也可以是负数 .

当ε足够小时 , Cε(Γ) =� ;当ε充分大时 , Cε(Γ)≠� .如果ε1 <

ε2 ,则 Cε
1
(Γ)� Cε

2
(Γ) .

定义 6.4.32  设 Γ≡ [ I , v ]是 n 人合作对策 .若ε0 是使得

Cε(Γ)≠�的最小ε,则称 Cε
0
(Γ)为Γ的最小核心 ( least core) ,记

为 LC(Γ) .

LC (Γ) = Cε
0
(Γ)是 Γ的一切非空强ε核心之交 .

在不致引起混淆的情形 , 可将 e( {2 , 3 } , x)简记为 e ( 23 ) ,

e( {1 } , x)简记为 e(1 ) ,等等 .

例 6.4.33  例 6.4.26中三人合作对策Γ的特征函数 v 的值

是

v( i ) = 0 ,   i = 1 ,2 ,3 ,
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v( 12 ) =
1
3

,  v (13) =
1
6

, v (23) =
5
6

,

v ( 123) = 1 .

  在图 6.27 中画出了 Γ的核心 C (Γ) = C0 (Γ)和强 ε核心

Cε(Γ)当ε= 1/ 6 和ε= 2/ 6 的图形 .C(Γ)是四边形 , C1/ 6 (Γ)是五

边形 , C2/ 6 (Γ)是六边形 .最小核心是 C - 1/ 12 (Γ) ,它是平行于转归

图  6.27

三角形 X(Γ)的边 23 的一个直线段 ,即

LC(Γ) = C -
1
12

(Γ) = x x1 =
1

12
, x2 ≤

9
12

, x3 ≤
7

12
.

  例 6.4.34  设三人合作对策 Γ的特征函数 v 的值是

v( i ) = 0 ,   i = 1 , 2 , 3 ,

v (12) = 4 ,  v (13) = 3 ,  v( 23 ) = 10 ,

v (123 ) = 8 .

  特征函数 v 不满足超可加性 .
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这个对策的核心 C(Γ)是空集 .

图  6.28

在图 6.28 中画出了 Γ的强 2 核心 C2 (Γ)的图形 ,它是由直

线 e(1 ) = 2 , e( 2) = 2 , e(3 ) = 2 , e( 12 ) = 2 , e (13 ) = 2 , e( 23) = 2 围

成的区域 ,是一个四边形域 .

最小核心是

LC(Γ) = C1 (Γ) = { x | x1 = - 1 , x2 ≤ 6 , x3 ≤ 5} .

6.4.8  核

设Γ≡[ I , v]是 n 人合作对策 .

定义6.4.35  以 T i j表示一切包含局中人 i而不包含局中人 j

的联盟的集 ,即

T i j = { S | S � I; i∈ S , j | S} .

  例如 ,当 I = {1 , 2 , 3 , 4 }时 ,

T42 = { {4 } , {4 ,1 } , {4 ,3 } , {4 ,1 ,3 }}.

  定义 6.4.36  对于每一个广义转归 x∈ X * (Γ) ,定义
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si j ( x) = max
S∈ T

i j

e( S , x) ,

称为在 x处局中人 i超过 j 的最大剩余 ( maximum surplus) .如果

si j ( x) > sj i ( x) ,

则称在 x处 i胜过 j ( i outweighs j ) .如果在 x处 i 不胜过 j , j 也

不胜过 i ,即 ,当

si j ( x) = sj i ( x) (6 .77 )

时 ,则称 i和 j在 x处平衡 ( in equilibrium) .

以上最大剩余、胜过与平衡的概念都是对于广义转归 x∈

X
*

(Γ)定义的 .对于转归 x∈ X (Γ) , 最大剩余的概念完全一样 .

胜过与平衡的概念则有所不同 .

定义 6.4.37  设 x∈ X (Γ) .如果 si j ( x ) > sj i ( x) , x j > v

( j ) ,则称 i在 x处胜过 j .

如果 i 不胜过 j , j 也不胜过 i ,则称 i 和 j在 x处平衡 .

由定义可知 , i和 j 平衡的条件是

[ si j ( x) - sj i ( x) ] [ x j - v ( j ) ] ≤ 0 , (6 .78)

[ sj i ( x) - si j ( x) ] [ x i - v ( i ) ] ≤ 0. (6.79)

  定义 6.4.38  n 人合作对策Γ≡[ I , v]的预核 ( prekernel )是

广义转归 x∈ X
*

(Γ)的集 K
*

(Γ) ,在其中的每一个 x处 ,每两个

局中人 i , j关于 X
*

(Γ)平衡 .

由这个定义可知 ,广义转归 x∈ K
*

(Γ)的充要条件是 : 对于

每两个局中人 i , j , ( 6.77 )成立 .

定义 6.4.39  n 人合作对策Γ≡ [ I , v ]的核 ( kernel )是转归

x∈ X (Γ)的集 K (Γ) ,在其中的每一个 x处 ,每两个局中人 i , j

关于 X(Γ)平衡 .

由这个定义可知 ,转归 x∈ K (Γ)的充要条件是 : 对于每一对

i , j , i≠ j ,不等式 (6.78) , ( 6.79 )同时成立 .这等价于

si j ( x) = sj i ( x) , (6 .80 )
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或

si j ( x) > sj i ( x) ,  x j = v( j ) , (6 .81)

或

sj i ( x) > si j ( x) ,  x i = v( i ) . (6.82)

  比较定义 6.4.38 和定义 6.4.39 , 预核 K
*

(Γ) 显然比核

K (Γ)容易计算 .

对于较大的 n ,计算合作对策的核一般是十分复杂的 .以下只

通过两个三人合作对策的例子加以说明 .

例6.4.40  考虑例 6.4.33 中的三人合作对策 Γ .它的特征

函数 v 的值是

v( i) = 0 ,  i = 1 , 2 , 3 ,

v ( 12 ) =
1
3

, v (13) =
1
6

, v (23) =
5
6

,

v ( 123) = 1.

  为了计算预核 K
*

(Γ)和核 K (Γ) ,对于每一对 i , j画出方程

(6.77)的图形 .例如 ,为了画出

s13 ( x) = s31 ( x) (6 .83 )

的图形 ,先考虑 s13 ( x) .我们知道 ,

s13 ( x ) = max{ e(1 ) , e(12) }.

在图 6.29 中 ,以直线 CD 为界 , 直线的左边 e( 1 ) > e( 12 ) , 所以

s13 ( x ) = e( 1) ;直线的右边 e(12) > e(1 ) ,所以 s13 ( x) = e(12) .

同理 ,在直线 AB 的左边和右边分别有 s31 ( x) = e( 3 )和 s31

( x) = e( 32 ) .

因此 ,广义转归空间 X * (Γ)可以分成三个区域 .对于 AB 左

边的区域 ,有

s13 = e( 1) ,  s31 = e( 3) .

因而 s13 = s31的图形就是直线 e(1 ) = 0 和 e( 3 ) = 0 的交角的等分

角线 .其次 ,在直线 AB 和 CD之间的区域中 ,
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图  6.29

s13 = e( 1) ,   s31 = e(32) .

因而 s13 = s31的图形是距直线 e( 1 ) = 0 和 e( 32 ) = 0 等远的直线

段 .同理 ,在 CD 右边的区域中 , s13 = s31的图形是 e( 12 ) = 0 和 e

(32) = 0 的交角的等分角线 .这样 ,就得到了 s13 ( x) = s31 ( x )的整

个图形 ,它是由三条直线段组合起来的折线 .

按照同样的方法 ,可以画出

s12 ( x) = s21 ( x) (6 .84)

和

s23 ( x) = s32 ( x) (6 .85)

的图形 ,它们都是一些折线 .(6.83) , ( 6.84 ) , (6.85)的图形交于一

点 .这就是说 ,在这一点处 , ( 6.77 )或 ( 6.80 )对于每一对 i , j成立 .

根据定义 6.4.38 和定义 6.4.39 ,每两个局中人 i , j 在上述交点

处都平衡 .因此 ,这个交点既属于对策的预核 K * (Γ) , 又属于它
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的核 K(Γ) ,并且其他点都不属于二者 .不难算出 ,

K
*

(Γ) = K (Γ) = x x1 =
1

12
, x2 =

13
24

, x3 =
9

24
.

这一点是对策的最小核心 LC(Γ) = C -
1

12
(Γ)的中点 ,也是核心

C(Γ)的几何中心 ;参看例 6.4.33 .

例 6.4.41  例 6.4.34中三人合作对策Γ的特征函数 v 的值

是

v( i ) = 0 ,   i = 1 , 2 , 3 ,

v (12) = 4 , v (13) = 3 , v ( 23 ) = 10 ,

v (123 ) = 8.

  前已指出 , C (Γ) =� .令ε从 0 逐渐增大 ,当ε= 1 时 , 强ε

核心开始出现 ,它位于转归三角形 X(Γ)的外面 ,这就是最小核心

LC (Γ) = C1 (Γ) ;见图 6.30 .

按照同例 6.4.40 中一样的方法画出

s12 ( x) = s21 ( x) , (6.86)

s13 ( x) = s31 ( x) , (6.87)

s23 ( x) = s32 ( x) (6.88)

的图形 .这三个方程的图形交于一点 ,这一点就是构成对策 Γ的

预核 K
*

(Γ)的唯一广义转归 .

在核 K(Γ)处 ,则只有 (6.88)一个等式成立 .另外两个换成了

不等式

s21 ( x) > s12 ( x) , x1 = 0 = v( 1) ,

s31 ( x) > s13 ( x) , x1 = 0 .

这两个不等式正是 (6.81)或 (6.82)的形式 .

不难算出 ,

K * (Γ) = { x | x1 = - 1 , x2 = 5 , x3 = 4}.

同例 6.4.40 的情形一样 ,它也是最小核心 LC (Γ) = C1 (Γ)的中
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图  6.30

点 .

对策的核是

K (Γ) = { x| x1 = 0 , x2 = 4 .5 , x3 = 3 .5}.

  以上预核和核的概念都是对于全体局中人的集 I 定义的 ,没

有对联盟的构成加上任何限制条件 .以下介绍在一定的联盟结构

下对策的核的概念 .

定义 6.4.42  设 B是 I = {1 ,⋯ , n}的一个划分 ( partition ) ,

即

B = { B1 ,⋯ , Bp } ,

其中诸 Bk 互不相交 ,且∪
p

k = 1
Bk = I .称 B为联盟结构 (coalition struc-

ture) .

定义 6.4.43  称
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( x; B) = ( x1 ,⋯ , xn ; B1 ,⋯ , Bp )

为个体合理支付构形 ( individually rational payoff configuration) ,其

中 B是一个联盟结构 , x = ( x1 , ⋯ , xn )是一个支付向量 ( payoff

vector) ,满足条件

x i ≥ v( i ) ,   i = 1 ,⋯ , n , (6 .89)

x ( Bk ) = v( Bk ) ,   k = 1 ,⋯ , p. (6 .90)

  在一个确定的联盟结构 B下 ,对于满足 ( 6.89 )和 (6.90 )的支

付向量 x,联盟在 x处的超出值、最大剩余、胜过及平衡的概念都

和前面一样 ,只是转归向量换成了这里的支付向量 ,并且在涉及胜

过与平衡的概念时 , i和 j 必须属于同一个 Bk∈B .核的概念则可

重新定义如下 :

定义 6.4.44  设 B是 n 人合作对策Γ≡[ I , v ]的联盟结构 .

Γ关于 B的核 K (Γ)是一切这样的个体合理支付构形 ( x; B)的

集 :每一对属于同一个 Bk∈B的局中人 i , j在 ( x;B)处平衡 .

如果 B = { I} ,对策关于全体局中人大联盟的核就是前面定义

6.4.39 中定义的核 .

例6.4.45  考虑例 6.4.41 中的三人合作对策 Γ .求它关于

联盟结构

{{2 , 3} , {1} } , {{1 , 3} , {2} } , {{1 , 2} , {3} }

的核 .

特征函数的值是

v( i ) = 0 ,   i = 1 , 2 , 3 ,

v (12) = 4 , v (13) = 3 , v ( 23 ) = 10 ,

v (123 ) = 8.

  先看联盟结构 B = { {2 ,3 } , {1 }} .由 ( 6.90 ) ,有

x( 1) = x1 = v (1 ) = 0 ,

x ( 23 ) = x2 + x3 = v( 23 ) = 10.
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可以算出 ,对策关于联盟结构 B = {{2 , 3} , {1} }的核是

{ x| x1 = 0 , x2 = 5 .5 , x3 = 4 .5 }.

  对策关于联盟结构 {{1 , 3 } , {2 } }和 {{ 1 , 2 } , {3 } }的核分别是

{ ( 0 , 0 , 3) }和{ (0 ,4 ,0 ) } .

前已算出 ,对策关于全体局中人大联盟的核是

{ (0 ,4 .5 ,3 .5 ) } .

6.4.9  核仁

定义 6.4.46  设 Γ≡ [ I , v ]是 n 人合作对策 ,定义 2 n 维向

量如下 :

θ( x) = (θ1 ( x) ,⋯ ,θ2 n ( x) ) ,

其中

θi ( x) = e( S , x) ,  S � I ,

θ1 ( x) ≥θ2 ( x) ≥ ⋯≥θ2 n ( x).

  定义 6.4.47  设 x, y∈ X (Γ) .若存在下标 k0 使得

θk ( x) = θk ( y) ,  k < k0 ,

θk
0
( x) < θk

0
( y) ,

则称 θ( x)的字典序 ( lexicographic order )在 θ( y)之前 ,或者说 ,

θ( x)在字典序上小于θ( y) ,记为θ( x) < θ( y) .

“非θ( y) <θ( x)”则记为θ( x)�θ( y) .

定义 6.4.48  n 人合作对策Γ≡ [ I , v ]的核仁 ( nucleolus )是

转归 x的集 N (Γ) ,在其中的每一个 x处 ,θ在字典序上为最小 .

即

N (Γ) = { x| x∈ X(Γ) ;对于一切 y∈ X (Γ) ,θ( x) �θ( y) } .

(6 .91)

  核仁的概念是由 Schmeidler首先提出来的 .

定理 6.4.49  n 人合作对策Γ≡[ I , v]的核仁 N (Γ)非空 .
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定理 6.4.50  设 n 人合作对策Γ≡ [ I , v ]的核仁是 N (Γ) ,

则 | N (Γ) | = 1 ,即 , N (Γ)由唯一的一个转归构成 .

定理 6.4.51  设 n 人合作对策Γ≡ [ I , v]的核是 K (Γ) ,核

仁是 N (Γ) ,则 N (Γ)� K (Γ) .

根据这个定理 ,如果一个 n 人合作对策Γ的核 K (Γ)只包含

一个点 ,则这个点也就是 Γ的核仁 .例如前面的例 6.4.40 和例

6.4.41 中对策的核都只含有一个点 , 因而对策的核仁就等于其

核 .

这个定理不但说明了 n 人合作对策Γ的核仁 N (Γ)含在核

K (Γ)之中 ,而且为 K(Γ)的存在性提供了一种证明 ,比其他直接

的证明方法简单得多 .

下面是与核仁等价的一个概念 .

定义 6.4.52  设 Γ≡[ I , v]是 n 人合作对策 .记

X
0

= X (Γ) , Σ
0

= { S | S � I , S ≠ � , I}.

按照下述方式构造转归集的序列

X
0
� X

1
� ⋯ � X

κ

和联盟集的序列

Σ
0
� Σ

1
� ⋯ �Σ

κ
.

对于 k = 1 ,⋯ ,κ,定义

ε
k

= min
x∈ X

k - 1
max

S∈Σ
k - 1

e( S , x) , (6 .92 )

Xk = { x| x∈ Xk - 1 ; max
S∈Σ

k - 1
e( S , x) = εk } , (6 .93)

Σk = S | S ∈ Σ
k - 1

; e( S , x) = εk
,

   对于一切 x∈ X
k

, (6 .94)

Σ
k

= Σ
k - 1
Σk , (6 .95)

其中κ是使得Σ
k

= � 的第一个 k 值 .
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集 X
K
称为Γ的字典中心 ( lexicographic center) .

定理 6.4.53  定义 6.4.52中的κ为有限数 .对于 k = 1 ,⋯ ,

κ:

(1 ) ε
k
为有限数 ;

(2 ) X
k
为非空紧凸集 ;

(3 ) Σk ≠� ;

而对于 k = 1 ,⋯ ,κ - 1:

(4 ) ε
k + 1

<ε
k
.

定理 6.4.54  n 人合作对策Γ≡[ I , v ]的字典中心由唯一的

一个转归构成 .

定理 6.4.55  n 人合作对策Γ≡[ I , v ]的核仁等于它的字典

中心 .

n 人合作对策Γ≡[ I , v]的字典中心的构造为核仁的计算提

供了一种方法 .如下所述 ,可以通过解一系列线性规划来实现 .

算法 6.4.56  首先 ,对 k = 1 考虑 (6.92)～ ( 6.94 ) .由 ( 6.92)

有

ε1 = min
x∈ X

0
max

S∈Σ
0

e( S , x) .

令

max
S∈Σ

0
e( S , x) = α,

则

α≥ e( S , x) = v ( S) - x ( S ) ,  S ∈ Σ
0

,

即

x ( S) + α≥ v( S ) ,   S ∈ Σ0 .

  确定ε
1

, X
1
和 Σ1 的问题等价于解下列线性规划问题 :

min α;

s .t . x( S ) +α≥ v( S) ,  S ∈ Σ
0

,

x∈ X
0

.

(6 .96)
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  这一线性规划问题的极小值是 ε
1

, 它是极大超出值的极小

值 ,在一个转归集 X
1
上通过联盟集 Σ1 中的联盟达到这个值ε

1
.

这就是说 ,对于一切 S ∈ Σ1 和一切 x∈ X1 有 e( S , x) =ε1 .

其次 ,我们撇开 Σ1 中的联盟 ,考虑下列线性规划问题 :

min α;

s .t . x ( S ) +α≥ v( S ) ,  S ∈ Σ
1

= Σ
0
Σ1 ,

x∈ X
1

.

(6 .97)

  这一线性规划将给出第二大的超出值ε2 ,以及相应的 ( 6.93)

中的 X
2
和 (6.94)中的Σ2 .我们再撇开 Σ2 中的联盟 ,重复以上步

骤 ,直到不再有联盟剩下为止 .最后得到唯一的一个转归 ,它就是

对策Γ的核仁中的唯一元素 .

例 6.4.57  我们再一次考虑例 6.4.40 中的三人合作对策

Γ .特征函数 v 的值是

v( i) = 0 ,   i = 1 , 2 , 3 ,

v ( 12 ) =
1
3

, v (13) =
1
6

, v (23) =
5
6

,

v ( 123) = 1.

  第一次线性规划 (6.96)给出

α= ε1 = -
1

12
,

X
1

= x x1 =
1

12
, x2 ≤

9
12

, x3 ≤
7

12
, x2 + x3 =

11
12

,

Σ1 = { {1 } , {2 ,3 }} ,

Σ
1

= Σ
0

\ Σ1 = {{2} , {3} , {1 , 2} , {1 , 3} }.

集 X
1
就是Γ的最小核心 .

由第二次线性规划 (6.97)得到

α= ε2 = -
7

24
,
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X
2

= x x1 =
1

12
, x2 =

13
24

, x3 =
9

24
,

Σ2 = {{1 , 2} , {1 , 3} } ,

Σ
2

= Σ
1

\ Σ2 = { {2 } , {3 }} .

  类似地 ,由第三次线性规划得到

α= ε
3

= -
9

24
,

X
3

= X
2

,

Σ3 = { {3 }} ,

Σ
3

= Σ
2

\ Σ3 = {{2} }.

而第四次也是最后一次线性规划给出

α= ε4 = -
13
24

,

X
4

= X
3

= X
2

,

Σ4 = { {2 }} ,

Σ
4

= Σ
3

\ Σ4 = � .

  因此 ,对策的核仁是

N (Γ) = X
4

=
1

12
,

13
24

,
9

24
.

  例 6.4.58  设 4 人合作对策 Γ的特征函数 v 的值是

v( i ) = 0 ,   i = 1 , 2 , 3 , 4 ,

v ( 12 ) = v(34) = v(14) = v (23) = 1 ,

v ( 13 ) =
1
2

,   v( 24 ) = 0 ,

v ( 123) = v( 124) = v(134 ) = v( 234) = 1 ,

v ( 1234 ) = 2.

  通过解 3 个线性规划问题就可以求出对策的核仁 .容易验证 ,

从
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X
0

= X (Γ)  和  Σ
0

= { S | S � I; S ≠ � , I}

出发 ,有

(1 ) .ε
1

= 0 ,

X
1

= 1 -
3
4
λ,

3
4
λ,1 -

3
4
λ,

3
4
λ ,  0 ≤λ≤ 1 ,

Σ1 = { {1 ,2 } , {3 ,4 } , {1 ,4 } , {2 ,3 }} ,

Σ
1 �

= Σ
0

\ Σ1

= R{ {1 , 2 , 3 } , {1 ,2 ,4 } , {1 , 3 , 4} , {2 , 3 , 4 } , {1 , 3} , {2 ,

4 } , {1 } , {2 } , {3 } , {4 }} .

(2 ) .ε
2

= -
1
2

,

X
2

=
1
2

,
1
2

,
1
2

,
1
2

,

Σ2 = N{ {1 ,2 ,3 } , {1 ,2 ,4 } , {1 ,3 ,4 } , {2 ,3 ,4 } , {1 ,3 } , {1 } ,

{2} , {3} , {4} } ,

Σ
2

= Σ
1

\ Σ2 = {{2 , 4} } .

(3 ) .ε
3

= - 1 ,

X
3

= X
2

=
1
2

,
1
2

,
1
2

,
1
2

,

Σ3 = { {2 ,4 }} ,

Σ
3 �

= Σ
2

\ Σ3 = � .

因此

N (Γ) = X
3

=
1
2

,
1
2

,
1
2

,
1
2

.

6.4.10  Shapley值

Shapley 于 1952 年发现 ,对于一个 n 人合作对策Γ,从 3 条公

理出发 ,可以确定唯一的一组值 ,这组值可以作为分配给 Γ的全

体局中人的值 .
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定理 6.4.59  Shapley 值 ( Shapley value)

设Γ≡[ I , v]是 n 人合作对策 .存在唯一的一组 Shapley值

Φi ( v ) = Σ
i∈ S

( n - | S | ) !( | S | - 1 ) !
n !

[ v( S ) - v ( S \ i) ] ,

i = 1 ,⋯ , n.

  例 6.4.60  例 6.4.57 中三人合作对策Γ的特征函数 v 的值

是

v( i) = 0 ,   i = 1 , 2 , 3 ,

v ( 12 ) =
1
3

,  v (13) =
1
6

,  v(23) =
5
6

,

v ( 123) = 1 .

  这个对策的 Shapley 值是

Φ( v ) =
5

36
,

17
36

,
14
36

.

  例 6.4.61  对策论文献中常常引用的一个例子是所谓“投票

对策”( voting game) .5 个局中人 ,局中人 1 有三张投票权 ,其余的

局中人 2 , 3 , 4 , 5 各有一张投票权 .自由结成联盟后 ,总票数过半即

可获胜 .

如果把这个合作对策 Γ用 ( 0 , 1 )规范化特征函数 v 表示出

来 ,以 v = 1 表示获胜 , v = 0 表示失败 ,则 N

v( 12 ) = v( 13 ) = v(14) = v( 15 ) = 1 ,     

v( 123) �= v(124 ) = v(125 )

= v(134 ) = v(135 ) = v (145 ) = 1 ,

v ( 1234 ) �= v( 1235 ) = v(1245)

= v( 1345 ) = v(2345) = 1 ,

v ( 12345) = 1 ,

v ( S ) = 0 ,   对于其他的 S� I .

容易算出 , Shapley值是
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Φ( v ) =
6
10

,
1

10
,

1
10

,
1

10
,

1
10

.

  这个对策关于全体局中人的大联盟的核和核仁是

K (Γ) = N (Γ) =
3
7

,
1
7

,
1
7

,
1
7

,
1
7

.
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附录 1  中文—外文名词索引

A

鞍点/ saddle poin t  定义 6.1.8

按字典序正的/ lexicographically positive  定义 1.2.8

凹函数/ concave function  定义 2.1.19

B

半空间/ half space  例 2.1.6

鲍威尔方法/ Powell method  2.2.9

背包问题/ knapsack problem  3.3.9

贝斯特加速/ Best acceleration  2.2.3

闭包/ closure  定理 2.1.15

边际替代率/ marginal rate of substitution  定义 5.2.14

边界面/ facet  3.9.1

边界问题/ facet problem  3 .9 .2

表示定理/ representation theorem  定理 2 .1 .3

波拉克-里比尔-波利亚克方法/ Polak-Ribiere-Polyak method

 2 .2 .3

不定期决策过程/ decision process of unfixed step number  4 .4

不定区间/ interval of uncertain ty  2 .1 .5

BFGS公式/ BFGS formula  2 .2 .4

C

策略/ st rategy( policy)  定义 6.1.4
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策略的严格优超关系/ st rict domination of strategies

 定义 6.1.12

策略的优超关系/ domination of strategies  6.1.5

策略等价/ st rategic equivalence  定义 6.4.6

策略集/ st rategy set  定义 6.1.4

差别待遇的解/ discriminatory solution  6.4.6

常和对策/ constant-sum game  定义 6.4.12

超出值/ excess  定义 6.4.30

超可加性/ supperadditivity  定义 6.4.2

超平面/ hyperplane  例 2 .1 .5

乘子法/ multiplier method  2 .3 .11

纯策略/ pure strategy  6.1.3

D

大 M 法/ big-M method  1 .2 .5

代替价值交换法/ surrogate worth t rade-off method ( SWT method)

 5 .5 .4

单纯形表/ simplex tableau  1 .2 .3

单纯形法/ simplex method  1.2.1

丹尼尔方法/ Daniel method  2 .2 .3

等价关系/ equivalence relation  6 .4 .2

第 k 优先级/ the k-th priority level  例 5 .6 .1

定时对策/ games of timing  定义 6.2.12

动态规划/ dynamic programming  4

独立干扰过程/ independently disturbed process  4 .5 .1

独立集/ independent set  3 .9 .9

对策/ game  6 .1 .1

对策论/ game theory  6
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对称解/ symmet ric solu tion  6 .4 .6

对偶单纯形法/ dual simplex method  1 .5 .4

对偶问题/ dual problem  1 .5 .2

对偶原理/ principle of duality  1 .5 .3

多阶段决策过程/ multistep decision process  4 .1

多面集/ polyhedral set  定义 2 .1 .10

多面体组合/ polyhedral combinatorics  3 .1

多目标单纯形法/ multiobjective simplex method  5 .4 .1

多目标规划/ multiobjective programming  5

多项式算法/ polynomial algorithm  3 .1

DFP 法/ DFP method  2 .2 .4

E

二次规划/ quadratic program  2 .3 .7

二次指标函数问题/ quadratic objective function problem

 4 .3 .10

二次终止性/ quadratic termination  2 .2 .3

Edmonds 匹配多面体/ Edmonds matching polyhedron  3 .9 .10

F

法卡斯定理/ Farkas Theorem  定理 2 .1 .17

罚函数法/ penalty function method  2 .3 .8

非常和对策/ non-constan t-sum game  定义 6 .4 .12

非基变量/ nonbasic variable  定义 1 .1 .5

非降函数/ nondecreasing function  3 .9 .6

非劣集/ noninferior set  定义 5 .2 .3

非劣极点解/ noninferior ex treme solution  3 .4 .1

非劣解/ noninferior solution  定义 5 .2 .13
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非零和 n 人对策/ non-zero-sum n-person game  定义 6 .1 .1

非实质性对策/ inessen tial game  定义 6 .4 .4

非线性规划/ nonlinear programming  2

非退化的基本可行解/ nondegenerate basic feasible solu tion

 定义 1 .1 .7

非优超解/ nondominated solu tion  5 .2 .1

斐波那契法/ Fibonacci method  2 .1 .5

斐波那契数列/ Fibonacci sequence  定义 2 .1 .49

费用系数/ cost coefficient  1 .1 .1

分解/ separation  3 .3 .1

分解算法/ decomposition algorithm  1 .6

分解问题/ partition problem  3 .7 .2

分离不等式/ valid inequality  3 .9 .2

分离面/ face  3 .9 .2

分数割平面算法/ fraction cutting plane algorithm  3 .5 .4

分支定界法/ branch and bound  3 .3 ,3 .4 .1

弗莱彻-里夫斯方法/ Fletcher-Reeves method  2 .2 .3

弗兰克-沃尔夫方法/ Frank-Wolfe method  2 .3 .4

弗里茨-约翰条件/ Fritz-John conditions  定理 2.1.42

负偏差变量/ negative deviational variables  5 .6 .1

覆盖问题/ covering problem  3 .7

G

改进的鲍威尔方法/ improved Powell method  2 .2 .9

高斯-牛顿方向/ Gauss-Newton direction  例 2 .2 .17

戈丹定理/ Gordan’s theorem  定理 2 .1 .18

戈摩赖-切瓦塔方法/ Gomory-Chvatal method  3 .9 .3

个体合理性/ individual rationality  6 .4 .4
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个体合理支付构形/ individually rational payoff configuration

割集/ cut-set  6 .4 .43

割平面法/ cutting plane method  2 .3 .6

割线法/ secant method  2 .1 .5

工厂设址问题/ plant location problem  例 3 .2 .2

共轭方向/ conjugate direction  2 .2 .3

共轭梯度法/ conjugate gradien t method  2 .2 .3

规范化/ normalized  定义 6 .4 .7

关联向量/ incidence vector  3 .9 .1

广义既约梯度法/ generalized reduced gradient method  2 .3 .3

广义转归/ pre-imputation  6 .4 .7 ,定义 6 .4 .29

H

哈密尔顿-雅可比-贝尔曼方程/ Hamilton-Jacobi-Bellman equation

定理 4 .6 .1

哈密尔顿圈/ Hamilton circuit  3 .9 .1 ,3 .9 .11

函数迭代法/ function iterative method  4 .4 .1

核/ kernel  定义 6 .4 .39

核仁/ nucleolus  6 .4 .9,定义 6 .4 .48

核心/ core  6 .4 .5,定义 6 .4 .22

赫赛矩阵/ Hesse matrix  定义 2 .1 .27

后向算法/ backward algorithm  4 .2 .3

互补基本可行解/ complementary basic feasible solution

 定义 2 .3 .14

互补松弛条件/ complementary slackness condition  1 .5 .3

胡克-基夫斯方法/ Hooke-Jeeves method  2 .2 .6

划分/ partition  定义 6 .4 .42

黄金分割法/ golden section method  2 .1 .5
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货物存储问题/ inventory problem  4 .3 .3

混合策略/ mixed st rategy  定义 6 .1 .6,定义 6 .2 .2

混合法/ hybrid method  5 .3 .3

混合整数规划/ mixed integer programming  3 .1

J

基/ basis  定义 1 .1 .5

基变量/ basic variables  定义 1 .1 .5

基本割平面/ basic cu tting plane  3 .5 .3

基本解/ basic solution  定义 1 .1 .5

基本可行解/ basic feasible solution  定义 1 .1 .6

极大团/ maximal clique  3 .9 .1

极点/ ex treme poin t  定义 2 .1 .11

极方向/ ex treme direction  定义 2 .1 .12

极小相关集/ minimal dependent set  3 .9 .9

解/ solution  6 .1 .2

集合覆盖问题/ set-covering problem  3 .7

集体合理性/ group rationality  6 .4 .4

既约梯度/ reduced gradient  2 .3 .3

既约梯度法/ reduced gradient method  2 .3 .3

计算复杂性/ complexity  3 .1 .2

加工问题/ job scheduling problem  例 3 .2 .5

加权法/ weighting method  5 .3 .1

简单链/ simple chain  3 .9 .1

简单圈/ simple circuit  3 .9 .1

检验数/ criterion  1 .2 .1

交互法/ interactive method  5 .5

交换率/ trade-off rate  定义 5 .2 .13
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交图/ intersection graph  3 .9 .1

阶段/ step  4 .2 .1

近似规划方法/ approximation programming method  2 .3 .5

局部非劣解/ local noninferior solution  定义 5 .5 .7

局部极小点/ local minimum poin t  2 .1 .3

局部加密法/ local refined method  4 .7 .3

局部最优解/ local optimal solution  定义 2 .1 .3

局势/ situation  定义 6 .3 .1

局外支付条件/ side payments condition  定义 6 .4 .1

局中人/ player  例 6 .1 .1,定义 6 .1 .4

矩形性质/ rectangular proper ty  定理 6 .1 .5

矩阵对策/ matrix game  定义 6 .1 .4

决策/ decision  4 .2 .1

决策变量/ decision variables  1 .1 .1

决策过程/ decision process  4 .1

决策空间/ decision space  5 .2 .1

决策空间上的可行集/ feasible set in decision space  定义 5 .2 .1

K

卡马卡尔算法/ Karmarkar algorithm  1 .8

可变多面体搜索法/ variable polyhedron search method  2 .2 .8

可加性/ additivity  定义 6 .4 .3

可行点/ feasible point  定义 1 .1 .3

可行方向/ feasible direction  定义 2 .1 .40

可行方向法/ feasible direction method  2 .3 .1

可行方向锥/ cone of feasible directions  定义 2 .1 .40

可行基/ feasible basis  定义 1 .1 .6

可行解/ feasible solution  定义 1 .1 .3
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可行域/ feasible region  定义 1 .1 .3

控制/ cont rol  4 .2 .1

库恩-塔克点/ Kuhn-Tucker poin t  例 2 .1 .45

库恩-塔克定理/ Kuhn-Tucker theorem  定理 2 .1 .43

库恩-塔克条件/ Kuhn-Tucker conditions  定理 2.1.43

扩张子空间定理/ expanding subspace theorem  定理 2.2.8

L

拉格朗日乘子/ Lagrange multiplier  2 .1 .4

拉格朗日乘子法/ Lagrange multiplier method  4 .7 .2

拉格朗日方法/ Lagrange method  2 .3 .7

拉格朗日函数/ Lagrange function  2 .1 .4

莱姆克算法/ Lemke’s method  2 .3 .7

离散时间决策过程/ discrete-time decision process  4 .1

理想点/ ideal poin t  定义 5 .2 .15

连通图/ connected graph  3 .9 .1

连续对策/ continuous game  定义 6 .2 .14

连续时间决策过程/ continuous-time decision process  4 .1

联盟/ coalition  定义 6 .4 .1

联盟结构/ coalition structure  定义 6 .4 .42

链/ chain  3 .9 .1

两阶段法/ two-phase method  1 .2 .4

零和二人对策/ zero-sum two-person game  6 .1 .1

零和二人无限对策/ zero-sum two-person infinite game  6 .2 .1

零空间/ null space  2 .3 .2

灵敏度分析/ sensitivity analysis  1 .7

罗森布罗克方法/ Rosenbrock method  2 .2 .7

逻辑和方法/ logical summation method  3 .9 .5
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M

马尔可夫决策过程/ Markov decision process  4 .5 .1

马夸特-莱温伯哥方法/ Marquar t-Levenberg method  2 .2 .2

命中率函数/ accuracy function  例 6 .2 .13

模式搜索法/ pattern search method  2 .2 .6

目标规划/ goal programming  5 .6

目标规划单纯形法/ simplex method of goal programming

 5 .6 .3

目标函数/ objective function  2 .1 .1

目标空间/ objective space  5 .2 .1

目标空间上的可行集/ feasible set in objective space  定义 5 .2 .2

N

内部稳定性/ inner stability  6 .4 .6

拟牛顿法/ quasi-New ton method  2 .2 .4

牛顿法/ Newton’s method  2 .1 .5,2 .2 .2

n 人非合作对策/ n-person noncooperative game  6 .3 .1

n 人合作对策/ n-person cooperative game  6 .1 .1

P

派雷托最优解/ Pareto optimal solu tion  5 .2 .1

派雷托最优性/ Pareto optimality  6 .4 .4

排序问题/ sequencing problem  6 .3 .8

抛物线法/ parabolic method  2 .1 .5

匹配多面体/ matching polyhedron  3 .9 .10

匹配问题/ matching problem  3 .9 .10

平衡/ in equilibrium  定义 6 .4 .36
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平衡点/ equilibrium point  定义 6 .3 .3

平稳策略/ stationary policy  定义 4 .4 .5

平稳过程/ stationary process  定义 4 .4 .5

Q

期望支付/ expected payoff  6 .1 .3

齐翁茨-华楞纽斯方法/ Zionts-Wallenius method  5 .5 .3

起作用集方法/ active set method  2 .3 .7

起作用约束/ active constrain t  2 .1 .4

前向算法/ forward algorithm  4 .2 .3

强ε-核心/ s trongε-core  定义 6 .4 .31

乔弗里昂方法/ Geoffrion method  5 .5 .1

切锥/ tangent cone  定义 2 .1 .41

囚犯的难题/ prisoner’s dilemma  例 6 .3 .13

圈/ circuit  3 .9 .1

确定性决策过程/ deterministic decision process  4 .1

R

人工约束法/ ar tificial constrain t technique  1 .5 .7

任务均衡问题/ job balancing problem  4 .3 .7

容量/ capacity  3 .9 .1

弱非劣集/ weak noninferior set  定义 5 .2 .4

弱非劣解/ weak noninferior solution  定义 5 .2 .4

S

三次插值法/ cubic interpolation method  2 .1 .5

三角形梳子/ triangular comb  3 .9 .10

上非基变量/ upper nonbasic variables  定义 1 .4 .1
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设备更新问题/ equipment replacing problem  4 .3 .4

生产计划问题/ production scheduling problem  例 4 .1 .2

胜过/ outweigh  定义 6 .4 .36

升维方法/ lifting method  3 .9 .7

实质性的对策/ essential game  定义 6 .4 .4

梳子/ comb  3 .9 .10

双矩阵对策/ bimat rix game  例 6 .3 .11

水平集/ level set  定理 2 .1 .22

斯蒂尔杰斯积分/ Stieltjes integral  6 .2 .2

松弛/ relaxation  3 .3 .2

松弛变量/ slack variable  1 .1 .2

松弛法/ relaxation method  4 .7 .3

随机性决策过程/ stochastic decision process  4 .1

索伦森-沃尔夫方法/ Sorenson-Wolfe method  2 .2 .3

势函数/ potential function  1 .8 .3

S-凸包/ S-convex hull  3 .9 .1

( SA) 函数/ super-additive function  定义 3 .9 .6

T

探测/ fathoming  3 .3 .3

特征函数/ characteris tic function  定义 6 .4 .1

特征函数的互补性 �/ complementarity of characteris tic function

 定理 6 .4 .13

梯度/ gradient  定义 2 .1 .26

梯度投影法/ gradient projection method  2 .3 .2

条件数/ condition number  2 .2 .1

同余方法/ modulo method  3 .9 .4

投票对策/ voting game  例 6 .4 .6
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投影矩阵/ projection mat rix  2 .3 .2

凸函数/ convex function  定义 2 .1 .19

凸集/ convex set  2 .1 .2

凸规划/ convex programming  定义 2 .1 .33

凸锥/ convex cone  定义 2 .1 .8

凸组合/ convex combination  定义 2 .1 .4

图/ graph  3 .9 .1

图的点-边关联矩阵/ incidence mat rix of a graph  3 .9 .1

团/ clique  3 .9 .1

推销商问题/ traveling salesman problem  例 3 .2 .6

退化的基本可行解 �/ degenerate basic feasible solution

 定义 1 .1 .7

V

vN-M解  / von Neumann-Mongenstern solution ( vN-M solu tion)

 定义 6 .4 .27

W

外部稳定性/ ex ternal stability  6 .4 .6

外插技术/ ex trapolation technique  2 .3 .10

完成函数/ achievement function  4 .6 .1

微分动态规划/ differen tial dynamic programming  4 .7 .3

维数灾/ curse of dimensionality  4 .2 .4

稳定集/ stable set  定义 6 .4 .27

无差异曲面/ indifference surface  定义 5 .2 .12

无差异曲线/ indifference curve  定义 5 .2 .12

无关子族问题/ packing problem  3 .7

无限对策/ infinite game  6 .2
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无限期决策过程/ decision process of infinite step number

 4 .4

无约束最优化问题/ unconst rained optimization problem

 2 .1 .1

X

系统可靠性问题/ system reliability problem  4 .3 .6

下非基变量/ lower nonbasic variables  定义 1 .4 .1

下降方向/ decent direction  定义 2 .1 .39

夏普雷值/ Shapley value  定理 6 .4 .59

线性多目标规划/ linear multiobjective programming  5 .4

线性规划/ linear programming  1 .1

线性互补问题/ linear complementary problem  定义 2 .3 .7

线性流形/ linear manifold  2 .2 .3

线性目标规划/ linear goal programming  6 .6 .1

线性收敛/ linear convergence  2 .2 .1

线性整数规划/ linear integer programming  3 .1

线搜索/ line search  2 .1 .5

限定原问题/ restricted primal problem  1 .5 .5

向量最优化问题/ vector optimization problem  5 .2 .1

像/ image  5 .2 .1

相关集/ dependent set  3 .9 .9

相邻非劣极点解/ neighbor noninferior ex treme solution

 定义 5 .4 .8

效用函数/ utility function  定义 5 .2 .9

修正单纯形法/ revised simplex method  1 .3 .1

序列无约束极小化方法/ sequential unconstrained minimization

technique ( SUMT)  2 .3 .8
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循环/ cycling  1 .2 .6

Y

严格凸函数/ st rictly convex function  定义 2 .1 .19

样条函数/ spline function  4 .7 .1

隐数法/ implicit enumeration method  3 .3

优超关系/ domination  6 .1 .5

优超域/ dominion  定义 6 .4 .20

有界变量单纯形法/ simplex method for bounded variables  1 .4

有效变量/ efficien t variable  定义 5 .4 .8

有效变量集/ efficien t variable set  定义 5 .4 .8

有效集/ effective set  6 .4 .4

有效解/ efficien t solution  5 .2 .1

右端向量/ right-hand-side vector  1 .1 .1

原始-对偶单纯形法/ primal-dual simplex method  1 .5 .5

原问题/ primal problem  1 .5 .2

预核/ prekernel  定义 6 .4 .38

约束/ constrain t  1 .1 .1

约束法/ constrain t method  5 .3 .2

约束函数/ constrain t function  2 .1 .1

约束矩阵/ constrain t matrix  1 .1 .1

约束规格/ constrain t qualification  定理 2 .1 .4

允许策略集合/ set of admissible policies  4 .2 .1

允许决策集合/ set of admissible decisions  4 .2 .1

允许状态集合/ set of admissible states  4.2.1

Z

障碍函数法/ barrier function method  2 .3 .9
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真非劣解/ proper noninferior solu tion  定义 5 .2 .8

正偏差变量/ positive deviational variables  5 .6 .1

正则点/ regular point  定义 5 .2 .16

正则解/ regular solution  定义 1.5 .12

整数规划/ integer programming  3

整体最优解/ global optimal solu tion  定义 2 .1 .2

支付/ payoff  定义 6 .1 .4

支付表/ payoff table  5 .3 .2

支付矩阵/ payoff mat rix  定义 6 .1 .4

支付向量/ payoff vector  定义 6 .4 .43

指标函数/ objective function  4 .2 .1

值/ value  例 6 .1 .4

子问题/ supproblem  1 .6 .1

秩 1 校正/ rank-one correction  2 .2 .4

重心坐标/ barycentric coordinates  6 .1 .8

周末文娱问题/ battle of the sexes  例 6 .3 .14

逐步法/ Step method ( STEM )  5 .5 .2

逐次逼近法/ successive approximation method  4 .7 .3

主规划/ master program  1 .6 .1

转归/ imputation  定义 6 .4 .15

转归的优超关系/ domination of imputation  定义 6 .4 .18

转归优超关系的有效性条件/ effectness of domination of imputation

 6 .4 .4

装箱多面体/ packing polyhedron  3 .9 .8

状态/ state  4 .2 .1

状态变量/ state variable  4 .2 .1

状态增量法/ state increment method  4 .7 .3

状态转移方程/ equation of state transition  4 .2 .1
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准互补基本可行解 �/ almost complementary basic feasible solution

 定义 2 .3 .15

资源分配问题 �/ resource allocating problem  4 .3 .5

字典序 �/ lexicographic order  定义 6 .4 .47

字典序规则 �/ lexicographic rule  1 .2 .6

字典中心 @/ lexicographic center  定义 6 .4 .52

阻尼牛顿法 �/ damped Newton’s method  2 .2 .2

最大剩余 @/ maximum surplus  定义 6 .4 .36

最短路线问题 �/ shortest path problem  例 4 .1 .1

最速下降法 �/ steepest decent method  2 .2 .1

最小二乘法 �/ least square method  2 .2 .5

最小二乘问题 �/ least square problem  2 .2 .5

最小割集 @/ minimal cut-set  3 .9 .1

最小核心 @/ least core  定义 6 .4 .32

最小最大值定理 �/ minimax theorem  定理 6 .1 .7

最优策略 @/ optimal st rategy (optimal policy)  6 .1 .2

最优轨线/ optimal trajectory  4 .2 .1

最优解/ optimal solu tion  定义 1 .1 .3

最优性条件/ optimal conditions  2 .1 .4

最优性原理/ principle of optimality  定理 4 .2 .2

最优值函数/ optimal value function  4 .2 .1

最终解/ final solution  定义 5 .2 .11

0 , 1 规划/ 0 , 1-programming  3 .1

(0 , 1 )规范化/ (0 , 1 ) normalized  定义 6 .4 .7

( - 1 , 0 )规范化/ ( - 1 , 0 ) normalized  定义 6 .4 .10

2-匹配问题/ 2-matching problem  3 .9 .10
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附录 2  外文—中文名词索引

A

accuracy function/ 命中率函数  例 6 .2 .13

achievement function/ 完成函数  4 .6 .1

active const raint/ 起作用约束  2 .1 .4

active set method/ 起作用方法  2 .3 .7

additivity/ 可加性  定义 6 .4 .3

almost complementary basic feasible solu tion/ u准互补基本可行解

 定义 2 .3 .15

approximation programming method �/ 近似规划方法  2 .3 .5

artificial const raint technique/ �人工约束法  1 .5 .7

B

backward algorithm/ 后向算法  4 .2 .3

barrier function method/ 障碍函数法  2 .3 .9

barycent ric coordinates/ 重心坐标  6 .1 .8,6 .4 .4

basic cutting plane/ 基本割平面  3 .5 .3

basic feasible solution/ 基本可行解  定义 1 .1 .6

basic solution/ 基本解  定义 1 .1 .5

basic variables/ 基变量  定义 1 .1 .5

basis/ 基  定义 1 .1 .5

battle of the sexes/ 周末文娱问题  例 6 .3 .14

Best acceleration/ 贝斯特加速  2 .2 .3

BFGS formula/ BFGS公式  2 .2 .4
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big-M method/ 大 M 法  1 .2 .5

bimatrix game/ 双矩阵对策  例 6 .3 .11

branch and bound/ 分支定界法  3 .3 ,3 .4 .1

C

capacity/ 容量  3 .9 .1

chain/ 链  3 .9 .1

characteristic function/ 特征函数  定义 6 .4 .1

circuit/ 圈  3 .9 .1

clique/ 团  3 .9 .1

closure/ 闭包  定理 2 .1 .15

coalition/ 联盟  定义 6 .4 .1

coalition st ructure/ 联盟结构  定义 6 .4 .42

comb/ 梳子  3 .9 .10

complementarity of �characteristic function/ 特征函数的互补性

 定理 6 .4 .13

complementary Mbasic feasible solution/ 互补基本可行解

 定理 2 .3 .14

complementary slackness condition �/ 互补松弛条件  1 .5 .3

complexity/ 计算复杂性  3 .1 .2

concave function/ 凹函数  定义 2 .1 .19

condition number/ 条件数  2 .2 .1

cone of feasible directions/ 可行方向锥  定义 2 .1 .40

conjugate direction/ 共轭方向  2 .2 .3

conjugate gradient method/ 共轭梯度法  2 .2 .3

connected graph/ 连通图  3 .9 .1

constan t-sum game/ 常和对策  定义 6 .4 .12

const raint/ 约束  1 .1 .1
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const raint function/ 约束函数  2 .1 .1

const raint mat rix/ 约束矩阵  1 .1 .1

const raint method/ 约束法  5 .3 .2

const raint qualification/ 约束规格  定理 2 .1 .46

continuous game/ 连续对策  定义 6 .2 .14

continuous-time mdecision process/ 连续时间决策过程  4 .1

control/ 控制  4 .2 .1

convex combination/ 凸组合  定义 2 .1 .4

convex cone/ 凸锥  定义 2 .1 .8

convex function/ 凸函数  定义 2 .1 .19

convex programming/ 凸规划  定义 2 .1 .33

convex set/ 凸集  2 .1 .2

core/ 核心  定义 6 .4 .22

cost coefficien t/ 费用系数  1 .1 .1

covering problem/ 覆盖问题  3 .7

criterion/ 检验数  1 .2 .1

cut-set/ 割集  3 .9 .1

cutting plane method S/ 割平面法  2 .3 .6

cubic interpolation �method/ 三次插值法  2 .1 .5

curse of dimensionality/ 维数灾  4 .2 .4

cycling/ 循环  1 .2 .6

D

damped Newton’s method/ 阻尼牛顿法  2 .2 .2

Daniel method/ 丹尼尔方法  2 .2 .3

decent direction/ 下降方向  定义 2 .1 .39

decision/ 决策  4 .2 .1

decision process/ 决策过程  4 .1
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decision process of �infinite step number/ 无限期决策过程

 4 .4

decision process hof unfixed step number/ 不定期决策过程

 4 .4

decision space/ 决策空间  5 .2 .1

decision variable/ 决策变量  1 .1 .1

decomposition algorithm/ 分解算法  1 .6

degenerate basic ~feasible solu tion/ 退化的基本可行解

 定义 1 .1 .7

dependent set/ 相关集  3 .9 .9

deterministic �decision process/ 确定性决策过程  4 .1

DFP method/ DFP方法  2 .2 .4

differential dynamic "programming/ 微分动态规划  4 .7 .3

discrete-time �decision process/ 离散时间决策过程  4 .1

discriminatory 'solution/ 差别待遇的解  6 .4 .6

domination/ 优超关系  6 .1 .5

domination of imputations/ 转归的优超关系  定义 6 .4 .18

domination of strategies/ 策略的优超关系  6 .1 .5

dominion/ 优超域  定义 6 .4 .20

dual problem/ 对偶问题  1 .5 .2

dual simplex method/ 对偶单纯形法  1 .5 .4

dynamic programming/ 动态规划  4

E

Edmonds matching polyhedron �/ Edmonds匹配多面体  3 .9 .10

effective set/ 有效集  6 .4 .4

effectiveness of domination of imputations/ 转归优超关系的有效性

条件  6 .4 .4
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efficient solution/ 有效解  5 .2 .1

efficient variable/ 有效变量  定义 5 .4 .8

efficient variable set/ 有效变量集  定义 5 .4 .8

equation of state t ransition/ 状态转移方程  4 .2 .1

equilibrium poin t/ 平衡点  定义 6 .3 .3

equipment replacing problem/ 设备更新问题  4 .3 .4

equivalence relation/ 等价关系  6 .4 .2

essen tial game/ 实质性的对策  定义 6 .4 .4

excess/ 超出值  定义 6 .4 .30

expanding subspace theorem/ 扩张子空间定理  定理 2 .2 .8

expected payoff/ 期望支付  6 .1 .3

ext rapolation technique/ 外插技术  2 .3 .10

external stability/ 外部稳定性  6 .4 .6

ext reme direction/ 极方向  2 .1 .17

ext reme point/ 极点  定义 2 .1 .11

F

face/ 分离面  3 .9 .2

facet/ 边界面  3 .9 .1

facet problem/ 边界问题  3 .9 .2

Farkas theorem/ 法卡斯定理  定理 2 .1 .17

fathoming/ 探测  3 .3 .3

feasible basis/ 可行基  定义 1 .1 .6

feasible direction/ 可行方向  定义 2 .1 .40

feasible direction method/ 可行方向法  2 .3 .1

feasible poin t/ 可行点  定义 1 .1 .3

feasible region/ 可行域  定义 1 .1 .3

feasible set in decision space/ 决策空间上的可行集  定义 5 .2 .1
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feasible set in objective space/ �目标空间上的可行集  定义 5 .2 .2

feasible solution/ 可行解  定义 1 .1 .3

Fibonacci method/ 斐波那契法  2 .1 .5

Fibonacci sequence/ 斐波那契数列  定义 2 .1 .49

final solu tion/ 最终解  定义 5 .2 .11

Fletcher-Reeves method/ 弗莱彻-里夫斯方法  2 .2 .3

forward algorithm/ 前向算法  4 .2 .3

fraction cutting plane algorithm/ A分数割平面算法  3 .5 .4

Frank-Wolfe method/ 弗兰克-沃尔夫方法  2 .3 .4

Fritz-John conditions/ 弗里茨-约翰条件  定理 2 .1 .42

function iterative method/ 函数迭代法  4 .4 .1

G

game/ 对策  6 .1 .1

game theory/ 对策论  6

games of timing/ 定时对策  定义 6 .2 .12

Gauss-Newton direction/ 高斯-牛顿方向  例 2 .2 .17

generalized reduced �gradient method/ 广义既约梯度法  2 .3 .3

Geoffrion method/ 乔弗里昂方法  5 .5 .1

global optimal solution/ 整体最优解  定义 2 .1 .2

goal programming/ 目标规划  5 .6

golden section method/ 黄金分割法  2 .1 .5

Gomory-Chvatal method/ 戈摩赖-切瓦塔方法  3 .9 .3

Gordan theorem/ 戈丹定理  定理 2 .1 .18

gradien t/ 梯度  定理 2 .1 .26

gradien t projection method/ 梯度投影法  2 .3 .2

graph/ 图  3 .9 .1

group rationality/ 集体合理性  6 .4 .4
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H

half space/ 半空间  例 2 .1 .6

Hamilton circuit/ 哈密尔顿图  3 .9 .1

Hamilton- MJacobi-Bellman equation/ 哈密尔顿-雅可比-贝尔曼方程

 定理 4 .6 .1

Hesse matrix/ 赫赛矩阵  定义 2 .1 .27

Hooke-Jeeves method/ 胡克-基夫斯方法  2 .2 .6

hyperplane/ 超平面  例 2 .1 .5

hybrid method/ 混合法  5 .3 .3

I

ideal point/ 理想点  定义 5 .2 .15

image/ 像  5 .2 .1

implicit enumeration method/ 隐数法  3 .3

improved Powell method/ 改进的鲍威尔方法  2 .2 .9

imputation/ 转归  定义 6 .4 .15

in equilibrium/ 平衡  定义 6 .4 .36

incidence matrix of a graph/ 图的点-边关联矩阵  3 .9 .1

incidence vector/ 关联向量  3 .9 .1

independent set/ 独立集  3 .9 .9

independently disturbed process/ 独立干扰过程  4 .5 .1

indifference curve/ 无差异曲线   定义 5.2.12

indifference surface/ 无差异曲面  定义 5 .2 .12

individual rationality/ 个体合理性  6 .4 .4

individually �rational payoff configuration/ 个体合理支付构形

 定义 6 .4 .43

inessential game/ 非实质性对策  定义 6 .4 .4
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infinite game/ 无限对策  6 .2

inner stability/ 内部稳定性  6 .4 .6

in teger programming/ 整数规划  3

in teractive method/ 交互法  5 .5

in tersection graph/ 交图  3 .9 .1

in terval of uncertainty/ 不定区间  2 .1 .5

inventory problem/ 货物存贮问题  4 .3 .3

J

job balancing problem/ 任务均衡问题  4 .3 .7

job scheduling problem/ 加工问题  例 3 .2 .5

K

Karmarkar algorithm/ 卡马卡尔算法  1 .8

kernel/ 核  定义 6 .4 .39

knapsack problem/ 背包问题  3 .3 .9

Kuhn-Tucker conditions/ 库恩-塔克条件  定理 2 .1 .43

Kuhn-Tucker point/ 库恩-塔克点  例 2 .1 .45

Kuhn-Tucker theorem/ 库恩-塔克定理  定理 2 .1 .43

L

Lagrange function/ 拉格朗日函数  2 .1 .4

Lagrange multiplier method/ 拉格朗日乘子法  4 .7 .2

Lagrange multipliers/ 拉格朗日乘子  2 .1 .4

Lagrange method/ 拉格朗日方法  2 .3 .7

least core/ 最小核心  定义 6 .4 .32

least square method/ 最小二乘法  2 .2 .5

least square problem/ 最小二乘问题  2 .2 .5
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Lemke method/ 莱姆克方法  2 .3 .7

level set/ 水平集  定理 2 .1 .22

lexicographic center/ 字典中心  定义 6 .4 .52

lexicographic order/ 字典序  定义 6 .4 .47

lexicographically positive/ 按字典序正的  定义 1 .2 .8

lexicographic rule/ 字典序规则  1 .2 .6

lifting method/ 升维方法  3 .9 .7

line search/ 线搜索  2 .1 .5

linear complementary problem/ 线性互补问题  2 .3 .7

linear convergence/ 线性收敛  2 .2 .1

linear goal programming/ 线性目标规划  6 .6 .1

linear in teger programming/ 线性整数规划  3 .1

linear manifold/ 线性流形  2 .2 .3

linear multiobjective programming/ 线性多目标规划  5 .4

linear programming/ 线性规划  1 .1

local minimum point/ 局部极小点  2 .1 .3

local noninferior solution/ 局部非劣解  定义 5 .5 .7

local optimal solution/ 局部最优解  定义 2 .1 .3

local refined method/ 局部加密法  4 .7 .3

logical summation method/ 逻辑和方法  3 .9 .5

lower nonbasic variables/ 下非基变量  定义 1 .4 .1

M

marginal rate of substitution/ 边际替代率  定义 5 .2 .14

Markov decision process/ 马尔可夫决策过程  4 .5 .1

Marquart-Levenberg 3method/ 马夸特-莱温伯哥方法  2 .2 .2

master program/ 主规划  1 .6 .1

matching polyhedron/ 匹配多面体  3 .9 .10
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matching problem/ 匹配问题  3 .9 .10

mat rix game/ 矩阵对策  定义 6 .1 .4

maximal clique/ 极大团  3 .9 .1

maximum surplus/ 最大剩余  定义 6 .4 .36

minimal cut-set/ 最小割集  3 .9 .1

minimal dependent set/ 极小相关集  3 .9 .9

minimax theorem/ 最小最大值定理  定理 6 .1 .7

mixed integer programming/ 混合整数规划  3 .1

mixed strategy/ 混合策略  定义 6 .1 .6,定义 6 .2 .2

modulo method/ 同余方法  3 .9 .4

multiobjective programming/ 多目标规划  5

multiobjective simplex method/ 多目标单纯形法  5 .4 .1

multiplier method/ 乘子法  2 .3 .11

multistep decision process/ 多阶段决策过程  4 .1

N

n-person cooperative game/ hn 人合作对策  6 .1 .1,6 .4

n-person noncooperative game/ �n 人非合作对策  6 .3

negative �deviational variables/ 负偏差变量  5 .6 .1

neighbor noninferior 8ext reme solution/ 相邻非劣极点解

 定义 5 .4 .8

Newton method/ 牛顿法  2 .1 .5,2 .2 .2

noisy duel/ 有声决斗  6 .2 .6

nonbasic variables/ 非基变量  定义 1 .1 .5

non-constant-sum game/ 非常和对策  定义 6 .4 .12

nondecreasing function/ 非降函数  3 .9 .6

nondegenerate 'basic feasible solution/ 非退化的基本可行解

 定义 1 .1 .7
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nondominated solution/ 非优超解  5 .2 .1

noninferior ext reme solu tion/ 非劣极点解  5 .4 .1

noninferior set/ 非劣集  定义 5 .2 .3

noninferior solution/ 非劣解  定义 5 .2 .3

nonlinear programming/ 非线性规划  2

non-zero  -sum n-person game/ 非零和 n 人对策  6 .1 .1

normalized/ 规范化  定义 6 .4 .7

nucleolus/ 核仁  定义 6 .4 .48

null space/ 零空间  2 .3 .2

O

objective function/ 目标函数 (指标函数 )  2 .1 .1

objective space/ 目标空间  5 .2 .1

optimal conditions/ 最优性条件  2 .1 .4

optimal policy/ 最优策略  4 .2 .1

optimal solution/ 最优解  定义 1 .1 .3

optimal strategy/ 最优策略  6 .1 .2

optimal t rajectory/ 最优轨线  4 .2 .1

optimal value function/ 最优值函数  4 .2 .1

out weigh/ 胜过  定义 6 .4 .36

P

packing polyhedron/ 装箱多面体  3 .9 .8

packing problem/ 无关子族问题  3 .7

parabolic method/ 抛物线法  2 .1 .5

Pareto optimal solution/ 派雷托最优解  5 .2 .1

Pareto optimality/ 派雷托最优性  6 .4 .4

par tition/ 划分  定义 6 .4 .42
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par tition problem/ 分解问题  3 .7

pattern search method/ 模式搜索法  2 .2 .6

payoff/ 支付  定义 6 .1 .4

payoff matrix/ 支付矩阵  定义 6 .1 .4

payoff table/ 支付表  5 .3 .2

payoff vector/ 支付向量  定义 6 .4 .43

penalty function method/ 罚函数法  2 .3 .8

plan t location problem/ 工厂设址问题  例 3 .2 .2

player/ 局中人  定义 6 .1 .4

Polak-Ribiere-Polyak Smethod/ 波拉克-里比尔-波利亚克方法

 2 .2 .3

policy/ 策略  4 .2 .1

policy iterative method/ 策略迭代法  4 .4 .1

polyhedral combinatories/ 多面体组合  3 .1

polyhedral set/ 多面集  定义 2 .1 .10

polynomial algorithm/ 多项式算法  3 .1

positive deviational variables/ 正偏差变量  5 .6 .1

poten tial function/ 势函数  1 .8 .3

Powell method/ 鲍威尔方法  2 .2 .9

pre-imputation/ 广义转归  定义 6 .4 .29

prekernel/ 预核  定义 6 .4 .38

primal-dual simplex method/ 原始-对偶单纯形法  1 .5 .5

primal problem/ 原问题  1 .5 .2

principle of duality/ 对偶原理  1 .5 .3

principle of optimality/ 最优性原理  定理 4 .2 .2

prisoners’dilemma/ 囚犯的难题  例 6 .3 .13

production scheduling problem/ 生产计划问题  例 4 .1 .2

projection matrix/ 投影矩阵  2 .3 .2
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proper noninferior solution/ 真非劣解  定义 5 .2 .8

pure strategy/ 纯策略  6 .1 .3

Q

quadratic objective �function problem/ 二次指标函数问题

 4 .3 .10

quadratie program/ 二次规划  2 .3 .7

quadratic termination/ 二次终止性  2 .2 .3

quasi-Newton method/ 拟牛顿法  2 .2 .4

R

rank-one correction/ 秩 1 校正  2 .2 .4

rectangular property/ 矩形性质  定理 6 .1 .5

reduced gradien t/ 既约梯度  2 .3 .3

reduced gradien t method/ 既约梯度法  2 .3 .3

regular poin t/ 正则点  定义 5 .2 .16

regular solution/ 正则解  定义 1 .5 .12

represen tation theorem/ 表示定理  定理 2 .1 .13

relaxation/ 松弛  3 .3 .2

relaxation method/ 松弛法  4 .7 .3

resource allocating problem/ 资源分配问题  4 .3 .5

restricted primal problem/ 限定原问题  1 .5 .5

revised simplex method/ 修正单纯形法  1 .3 .1

righ t-hand-side vector/ 右端向量  1 .1 .1

Rosenbrock method/ 罗森布罗克方法  2 .2 .7

S

S-convex hull/ S-凸包  3 .9 .1
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saddle point/ 鞍点  定义 6 .1 .8

secant method/ 割线法  2 .1 .5

sensitivity analysis/ 灵敏度分析  1 .7

separation/ 分解  3 .3 .1

sequencing problem/ 排序问题  4 .3 .8

sequential unconst rained minimization technique ( SUMT )/ 序列无

约束极小化方法  2 .3 .8

set-covering problem/ 集合覆盖问题  3 .7

set of admissible decision/ 允许决策集合  4 .2 .1

set of admissible policies/ 允许策略集合  4 .2 .1

set of admissible states/ 允许状态集合  4 .2 .1

Shapley value/ 夏普雷值  定理 6 .4 .59

shortest path problem/ 最短路线问题  例 4 .1 .1

side payments condition/ 局外支付条件  定义 6 .4 .1

simple chain/ 简单链  3 .9 .1

simple circuit/ 简单圈  3 .9 .1

simplex method/ 单纯形法  1 .2 .1

simplex method mof goal programming/ 目标规划单纯形法  5 .6 .3

simplex �method for bounded variables/ 有界变量单纯形法

 1 .4

simplex tableau/ 单纯形表  1 .2 .3

situation/ 局势  定义 6 .3 .1

slack variable/ 松弛变量  1 .1 .2

solution/ 解  6 .1 .2

Sorenson-Wolfe method/ 索伦森-沃尔夫方法  2 .2 .3

spline function/ 样条函数  4 .7 .1

stable set/ 稳定集  定义 6 .4 .27

state/ 状态  4 .2 .1
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state increment method/ 状态增量法  4 .7 .3

state variable/ 状态变量  4 .2 .1

stationary policy/ 平稳策略  定义 4 .4 .5

stationary process/ 平稳过程  定义 4 .4 .5

steepest decent method/ 最速下降法  2 .2 .1

step/ 阶段  4 .2 .1

Step method ( S TEM)/ 逐步法  5 .5 .2

Stieltjes in tegral/ 斯蒂尔杰斯积分  6 .2 .2

stochastic decision process/ 随机性决策过程  4 .1

strategic equivalence/ 策略等价  定义 6 .4 .6

strategy/ 策略  定义 6 .1 .4

strategy set/ 策略集  定义 6 .1 .4

strict domination of st rategies/ 策略的严格优超关系

 定义 6 .1 .12

strictly convex function/ 严格凸函数  定义 2 .1 .19

strongε-core/ 强ε核心  定义 6 .4 .31

subprotlem/ 子问题  1 .6 .1

successive approximation method/ 逐次逼近法  4 .7 .3

super-additive function/ ( SA) 函数  3 .9 .6

superadditivity/ 超可加性  定义 6 .4 .2

surrogate wor th trade-off method ( SW T method)/ 代替价值交换法

 5 .5 .4

symmetric solution/ 对称解  6 .4 .6

system reliability problem �/ 系统可靠性问题  4 .3 .6

T

tangent cone/ 切锥  定义 2 .1 .41

the k-th priority level/ 第 k优先级  例 5 .6 .1
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t rade-off rate/ 交换率  定义 5 .2 .13

t raveling salesman problem/ 推销商问题  例 3 .2 .6

t riangular comb/ 三角形梳子  3 .9 .10

two-phase method/ 两阶段法  1 .2 .4

U

unconstrained �optimization problem/ 无约束最优化问题  2 .1 .1

upper nonbasic variables/ 上非基变量  定义 1 .4 .1

utility function/ 效用函数  定义 5 .2 .9

V

valid inequality/ 分离不等式  3 .9 .2

value/ 值  例 6 .1 .4

variable metric method/ 变尺度法  2 .2 .4

variable polyhedron search method/ �可变多面体搜索法  2 .2 .3

vector optimization �problem/ 向量最优化问题  5 .2 .1

von Neumann-Mongenstern solution( vN-M solu tion)/ vN-M解

 定义 6 .4 .27

voting/ 投票对策  例 6 .4 .6

W

weak noninferior set/ 弱非劣集  定义 5 .2 .4

weak noninferior solution/ 弱非劣解  定义 5 .2 .4

weighting method/ 加权法  5 .3 .1

Z

zero-sum :two-person game/ 零和二人对策  6 .1 .1

zero-sum :two-person infinite game/ 零和二人无限对策
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 6 .2 .1

Zionts- �Wallenius method/ 齐翁茨-华楞纽斯方法  5 .5 .3

0 , 1-programming/ 0 , 1 规划  3 .1

(0 , 1 ) normalized/ (0 , 1 )规范化  定义 6 .4 .7

( - 1 , 0 ) normalized/ ( - 1 , 0 )规范化  定义 6 .4 .10

2-matching problem/ 2-匹配问题  3 .9 .10
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