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Al lector

Propésito. Este texto pretende ayudar en la formacion de estudiantes y profesores sobre cémo usar
Mathematica en niveles intermedios y avanzados. Se recomienda haber seguido previamente la
introduccion a Mathematica que puede verse en el capitulo anterior de esta guia.

Contenidos. Se incluyen referencias a las principales funciones de Mathematica. Hay un gran numero de
ejemplos que explican las capacidades del sistema. Los ejemplos se han agrupado de acuerdo con la
materia en la forma de ficheros que contienen distintas explicaciones y resultados. Los contenidos de
Mathematica o WebMathematica estan “vivos” en el sentido de que podemos repetirlos y usarlos en
cualquier momento. El conocimiento significativo se alcanza cuando se repiten los diferentes ejemplos
con cambios en los parametros, en los valores numéricos, en las funciones, etc.

Objetivos. Se pretende provocar el uso interactivo del sistema para crear lecciones especiales, tests,
tutoriales, articulos y otros desarrollos en diferentes areas de la educacion y de la exploracion cientifica en
matematicas.

Plovdiv, 21.08.2007. El autor

CAPITULO 1: Teoria general

1.1. Introduccion

Mathematica esta entre los mas potentes y modernos sistemas de computacion para
calculos cientificos. Todo lo que podemos calcular a mano y/o con un computador
dentro de las diferentes disciplinas matematicas es facilmente resuelto con
Mathematica. Los potentes célculos simbolicos, las capacidades graficas y su estilo
interactivo hacen que sea un sistema adecuado para el desarrollo de lecciones
interactivas y tutoriales educativos. Esta es la razon de que el sistema sea usado por
profesores, informaticos, ingenieros e investigadores en una gran multitud de campos.
Actualmente, Mathematica forma parte de los procesos de formacion matematica en un
gran numero de universidades dentro de los estudios de algebra, célculo, ecuaciones
diferenciales y otras disciplinas y también empieza a usarse en las escuelas. El numero
de usuarios estd por encima de dos millones. Ademas de las versiones standards del
sistema, existen diferentes paquetes en el mercado dirigidos a diferentes campos de la
investigacion como la fisica aplicada, las matematicas financieras, la estadistica
aplicada, la biomatematica, etc. Mathematica es uno de los mas desarrollados sistemas
de computacion cientifica al lado de Matlab, Maple, Derive, Reduce etc.

1.2. Caracteristicas del sistema Mathematica

e Un entorno extremadamente comodo para la entrada y salida de foérmulas
matematicas usando notaciones matematicas habituales.

e Calculos simbdlicos y numéricos interactivos.

e (Calculos de gran precision.

e Admite representaciones graficas en 2D y 3D, animaciones y musica y también
implementaciones en tiempo real.

e Un potente lenguaje de programacion parecido a C++.

e Mas de 1000 funciones incorporadas para realizar célculos en todas las areas de las
matematicas.



e Compatibilidad con los lenguajes de programacion C++, FORTRAN etc. con
posibilidades para intercambiar datos y librerias.

e Sistema abierto que permite la definicion de nuevas reglas, funciones,
procedimientos y paquetes por parte de los usuarios.

e Versiones modificadas para trabajar en entornos de red y desarrollo de aplicaciones.

e Publicaciones faciles a través de las caracteristicas especiales de Publicon de
Wolfram Research.

e Posibilidades para intercambiar datos en diferentes formatos: HTML, XML
(XHTML + MathML) etc.

1.3. Reglas basicas en Mathematica

e Mathematica esta construido en dos grandes moddulos: Front End (interfaz de
usuario) y Kernel (centro de célculo).

e Los documentos creados con el sistema se llaman Notebooks y son ficheros con la
extension .nb, es decir, prueba.nb, 12my.nb, etc. Los documentos se gestionan a
través del ment File.

o Existe la posibilidad de trabajar con varios documentos a la vez usando el ment de
Windows. La memoria para las variables y sus valores es comun.

e El texto en el documento puede contener lineas de comandos, graficas, resultados
del sistema, etc. y estd organizado en celdas (Cells) separadas. Cada celda se
procesa en su totalidad. Cada celda se cierra al final de la parte derecha con un
corchete].

e La gestion de las celdas se realiza con el ment Cell. Las celdas pueden ser
formateadas, agrupadas, desagrupadas, unidas, separadas, cerradas, abiertas, etc. y
pueden seleccionarse varias de ellas con la tecla CTRL y haciendo click con el
raton.

e Laentrada de formulas puede hacerse de varias maneras. Las mas habituales son: a)
usando las paletas que contienen los diferentes simbolos matematicos, funciones,
etc. y que se encuentran en el menu File/Palettes (como ejemplo puede considerarse

la siguiente integralj;bf ﬁ'r"":) o b) escribiendo el correspondiente operador (por
ejemplo, para el caso anterior, Integrate| f, { x, a, b} | ).

e Mathematica es un intérprete. El usuario introduce los datos a procesar en la celda
Input y el sistema devuelve las salidas en lineas separadas mediante sucesivas celdas
Output. Los bucles son una excepcion al procedimiento general.

e En las sesiones de trabajo todas las entradas y salidas son guardadas por el sistema y
pueden ser usadas con su correspondiente numero, generado de acuerdo con el
orden de ejecucion.

e Las celdas Input se ejecutan presionando SHIFT+ENTER.

e Los calculos pueden realizarse con un nimero arbitrario de digitos. Para esto se
utiliza el comando N[comando, niimero de digitos]. Por defecto, se calcula con 6
decimales.

e Cuando hay célculos grandes, el sistema los muestra con un doble corchete]] a la
derecha del campo de trabajo.

e Los célculos se pueden interrumpir a través del menu Action/Interrupt.

e (Cualquier linea, celda o grupo de celdas del notebook puede ser ejecutada
repetidamente en cualquier orden.



Hay que tener en cuenta a la hora de teclear las funciones y commandos que el
sistema es sensible a los nombres de las variables y que, por ejemplo, CoCa-CoLa es
diferente de Coca-Cola.

Las funciones del sistema comienzan siempre por letra maytscula y los argumentos
van entre corchetes.

Es recomendable que los nombres de las funciones definidas por el usuario no
empiecen por letras mayusculas. Los nombres validos empiezan necesariamente por
una letra.

La linea de comandos y operadores pueden contener funciones del sistema,
funciones de los usuarios, variables, constantes, etc.

Para familiarizarse rapidamente con Mathematica es muy recomendable usar la
extraordinaria ayuda que contiene el sistema y el manual realizado por el creador de

Mathematica, S. Wolfram.

1.4. Simbolos especiales y operaciones en Mathematica

| Simbolo H Funcion H Ejemplo ‘
. —— —
% El resultado del altimo Out Erfa/o}:;rse(::]isiélr{legétg g I dlilztlggltr:so cdleulo con

% %

HEl resultado del pentltimo Out

|
| % %% HEI resultado del antepentiltimo Out
|
|

%on HEI resultado del Out[n] H%ZO — Repite el Out 20
R HSeparador universal HPlot[x3+4, {x,1,5}]
Separador para expresiones dentro de
; una linea. Al final de la linea inhibe la  ||x=223; -No se visualiza Out
salida.
Punto decimal. -22.345
Simbolo para borrar el contenido de una |[x1=. El contenido de la variable x1 ha
variable. sido borrado.
Simbolo para multiplicar matrices m.n
| = HSimbolo de asignacion H312=1.3457r ‘
| = HDeﬁniendo una funcién o una regla Hf [x_]:=Sin|x] ‘
/ Cambio temporal de valores para el Cos[x’] /.x->3a
’ calculo actual -El resultado es cos(9a”)
~ Flecha para la sustitucion de un valor o ArcCos[x’] /. x->0.5
una regla
| /IN HValor numérico de la expresion anterior Hn /N - Elresultado es 3.14159
0) féargntesm para operaciones aritmeticas o h=( 7-x5/ 1-3 (2 +X3))
gicas
Corchetes para los argumentos de las .
[ funciones.p ¢ D[Sin[x-4]]
{} Llaves para las listas de elementos. m={-1,0,6,4,1}
- m es un vector con 6 coordenadas
Corchetes para la extraccion de
(11 elementos de una lista o indices. m{[3]] - Tercer clemento de m
| * % HParéntesis para comentarios H(*puede ponerse cualquier cosa*) ‘




Simbolos para las operaciones

A aritméticas:
N i e e, a=2x/7
or space ||Potencia, multiplicacion, division, suma * N
b=a*c / (3-x"3)
/ y resta
+ -

== Simbolos de comparacion:

= Igual, distinto, mayor, mayor o igual,
> >= |etc.
<= <

Se usan para verificar identidades,
resolver ecuaciones, etc.

Operaciones logicas:
! Not logico o factorial
&& And logico

Usadas para resolver calculos
complicados, verificaciones logicas,

[| Or logico et'c., && b<2
Xor[p,qs...]||‘Or’ Exclusivo Ha )
<< Si <<Graphics'Shapes’
imbolo para cargar un paquete externo <<pame of the file
| >> HSimbolo para exportar datos a un fichero HExpresién >>name_of_the_file ‘
| >>> HAﬁadir al fichero HExpresién >>>name_of_the_file ‘
! Lee el texto en el fichero E;lpresi(m > 1l

1.5. Constantes matematicas y funciones

| Nombre H Funcion H Ejemplos ‘
| H HIn (entrada) HOut (resultado) ‘
| ! HFactorial HS! H120 ‘

. , 4 T
Pion |Elnumerox N[%,8] 31415927
| Eoe HEI niimero e He//N H2.71828 ‘
| True HVerdadero HTrue && False HFalse ‘
| False HF also H!False HTrue ‘
| Toi HUnidad imaginaria Hp=(5+3l)3 H-IO +1981 ‘
| Re|z] HLa parte real de z HRe[p] H—IO ‘
| Im|z] HLa parte imaginaria de z HIm[p] H198 ‘
| Degree HMedida de angulos HSODegree//N HEI.SIBSDD ‘
| Abs[x] |Valor absoluto |Abs[-45] 45 |
| Sqrt[ x| ||Raiz cuadrada de x [Sqrt[1024.] 132 |
Exp|[ x] |[Funcion exponencial Exp| % ] 0.731616
| Log|x] HLogaritmo neperiano HLog[l.] HO ‘
| Log[b,x] HLogaritmo en base b de x HLog[3, 9] H2 ‘
Sin[x ] ||La funcion seno Sin[:ﬂlI ] ﬁ

Cos[x] ||La funcién coseno Cos[f 1 hEN

2




Tan[x] ||La funcion tangente

Tan[ ¢ | 1

| Cotlx] HLa funcién cotangente

HCot[30Degree] H 3 ‘

ArcSin[x] ||La funcion arco seno

T

ArcSin[Cos| 6 11z

|ArcCos[x] HLa funcién arco coseno

[ArcCos|Tan[2.]] |[3.14150 - 1.41775 1 |

ArcTan|x]||La funcion arco tangente ArcTan] 1] :ﬂ
ArcCot[x]||La funcion arco cotangente ArcCot[ 1] :ﬁ
. Round]2.6] 3
Round|x] |[El entero mas cercano a x Round| -2.6] 3
|M0d[n,m] HEI resto de la division n/m HMod[ 27, 4] H3
, . . Random] | 0.08779

Random| | |[Numero pseudoaleatorio en el intervalo [0,1) Random[ | 0.648845

1.6. Elementos de algebra: Transformaciones de expresiones

algebraicas y logicas

| Funcion H Accidn

|Variable =.

|Clear[ variablel, variable2, ... |

HLas variables pierden sus valores

|expressi0n1 /. variable -> expression2

HLa variable pierde su valor ‘
|
|

HReemplaza la variable en exprl con expr2

expressionl /. {var.1-> expression2, var.2 ->
expression2,...}

Reemplazo de las variables 1, 2, .. en
exprl por sus valores respectivos

Expression // Short

Muestra el primer miembro de la
expresion

Short [ expression , n |

Muestra los primeros n miembros de la
expresion

|Length [ expression |

HCuenta el niimero de elementos ‘

|If[ if exprl, then expr2, else expr3]

HVeriﬁcacién logica ‘

|Expand[ expression |

HQuita paréntesis y expande la expresion ‘

Simplify| expression |

Reduce los elementos de una expresion si
es posible

Expand| expression , Trig -> True]

Expande la expresion teniendo en cuenta
las identidades trigonométricas.

|C0mplex Expand| expression |

HExpande las expresiones complejas ‘

|LogicalExpand | expression |

HExpande las expresiones logicas ‘

|Fact0r[ expression |

HFactoriza expresiones ‘

Factor| expression , Trig -> True |

Factoriza expresiones teniendo en cuenta
las identidades trigonométricas

|ExpandAll[ expression |

HExpande todas las expresiones

|T0gether [ expression |

HReduce a comun denominador

|Apart[ expression |

HDescomposicién en fracciones simples

|Cancel[ expression |

HSimpliﬁca una fraccion

|Collect | expression , x |

HAgrupa segun las potencias de x




|FactorTerms [ expression , x | HFactores independientes de x

|
|Numerat0r | expression | HEI numerador de una expresion ‘
|Den0minat0r [ expression | HEI denominador de una expresion ‘
|ExpandNumerat0r | expression | HExpande solo el numerador ‘
|ExpandDen0minat0r [ expression | HExpande solo el denominador ‘

Halla el polinomio de interpolacion

InterpolatingPolynomial[{{x1,f1},{x2,f2}, ...},x] asociada a la tabla de valores

1.7. Elementos de calculo: derivadas, integrales, limites, sumas,

ecuaciones
| Funcion ” Accion ‘
|D[f, x] 0 %% ”Calcula la derivada parcial de f respecto de x ‘
DIt x,y..] o Ot g[illcula la derivada parcial de frespecto de x, y,
|D[f,{x, n}] HCalcula la derivada n-ésima de f respecto de x ‘
|Dt[ f] HCalcula la derivada total de f ‘
Calcula la derivada total de f en la derivada total
Dt[ f, x |
de x
|D[ f[x] ,x] ”Calcula la derivada parcial de f[x] respecto de x ‘
Integrate[f, x] o [ fdx Calcula la integral indefinida
Integrate[f,{x, a, b}] o Jafdx Calcula la integral definida
|Integrate[f,{x, a, b}] //N ”Calcula el valor numérico de la integral definida ‘
N [Integrate[f,{x, a, b}] , n] Calcula el Va-lolr, numérico Fle la integral definida
con una precision de n digitos

|Integrate[f,{x, a, b},{y,c,d }] HCalcula la integral doble ‘
|Limit[f, x->x0] HCalcula el limite ‘
|Limit[f, x->Infinity] or Limit[f, x->c0] ”Calcula el limite infinito ‘

Calcula la suma de f segin el recorrido de la

Sum f, {i, imin, imax }] or i variable

Como la funcién previa, pero incrementando el

Sum[f, {i, imin, imax, di}] indice i con un salto di

|Sum[f,{i, imin, imax},{j,jmin,jmax }] ‘Sumas multiples

Product| f, {i, imin, imax }] or T Calcula el producto T f

Como la funcion previa, pero incrementando el
indice i con un salto di

Product] f, {i, imin, imax , di}]

|Product[f,{i,imin, imax},{j,jmin,jmax] HCalcula productos multiples ‘
|Series[f, {x, x0, n}] HFc')rmula de Taylor de f en x¢ de orden n. ‘
|N0rmal[Series[f, {x, x0, n}] HEl polinomio de Taylor de f ‘

Resuelve algebraicamente la ecuacion =0

Solve [==0, x] respecto de X. El resultado es una lista de raices.

Solve [left_ hand_side==right hand_side,

x] Como antes pero con una ecuacion en general




x1=x /. %][[1]]

Extrae la primera raiz de la ecuacién en la
variable x1

x2=x /. %%][[2]]

Extrae la segunda raiz de la ecuacion en la
variable x2

N[Solve [f==0, x| , n]

Calcula numéricamente las raices de la ecuacion
con precision de n digitos

Solve [ {f==0, g==0}, {x, y}]

Resuelve el sistema de ecuaciones. El resultado
es una lista con los valores de las variables.

Eliminate [{left1==rightl, left2==right2,

Si es posible elimina las variables del sistema de

e} dXs ¥y eee}] ecuaciones y da la posible solucion.
Reduce[{leftl==rightl, left2==right2, Analogo al anterior pero con las relaciones
e} dXs ¥y wee}] logicas

1.8. Listas

{e1, ez, ...,.en} €s una lista de elementos. Los elementos pueden ser de muy diversos

tipos: nimeros, expresiones, listas, graficas, ...

| Funcion

” Accidn

HGenera una lista

{{bL,b2,..},{cL,c2,...}, ..}

Genera una matriz. La primera fila es b1,b2,... , la segunda
fila es c1,c2,..., etc.

[Table[ f, {n}]

”Genera la lista {f,f,...,f}

[Table[ f, {i, n}]

”Genera una lista, i=1,....n.

|

Table[ f, {i, imin, imax}]|

HGenera una lista, i=imin, ... imax

Table| f, {i, imin, imax, di}]

Como la funcion previa, pero incrementando el indice i con
un salto di

|TableF0rm[ list | ”Muestra los elementos de list en forma de tabla |
|ColumnF0rm[ list | HMuestra los elementos de list en forma de columnas ‘
|% // TableForm HMuestra el resultado anterior en forma de tabla ‘
|Array[ a,n]j ”Deﬁne la lista {a[1],a[2]...., a[n]} I
|Range[ n| HGenera la lista de enteros {1,2,...,n} ‘

|

|Range[ nl,n2]

”Genera la lista de enteros de nl a n2

Range[ n1,n2, di |

Como la funcién previa, pero incrementando el indice i con
un salto di

list[ [i]] o Part[list,i]

HExtrae el i-ésimo element de list

list[ [, ] ] o Part]list, i ,j |

HExtrae el elemento (i,j) de una matriz list

|Lenght[ list |

”Cuenta el niimero de elementos de list

Table] f, {i, imax}, {j, jmax} |

HGenera una matriz , i=1,2,..., imax and j=1,2,..., jmax

[Array] a, {m,n}]

”Deﬁne una lista bidimensional de objetos a[i,j]

|IdentityMatrix[ n|

”Genera la matriz identidad de orden n

IDiagonalMatrix] list |

HGenera una matriz diagonal con los elementos de list

|Dimensions[ list |

”Proporciona la dimension de list

|MatrixForm[ list |

HPresenta la lista en la forma matricial habitual.




|c m o c*m ”Multiplica la constante c por la matriz m

|
|a.b HMultiplica las matricesay b ‘
|Inverse[m] HSi existe, calcula la inversa de la matriz m ‘
|MatrixPower[m, nj ”Calcula la matriz m" ‘
|Det[m] HCalcula el determinante de la matriz cuadrada m ‘
|Transpose[ m | HCalcula la matriz traspuesta de m ‘
|Eigenvalues[ m | HCalcula los valores propios de m ‘
|Eigenvalues[m , K] HCalcula los primeros k valores propios de m ‘
|Eigenvalues[ N [m] ] ”Calcula numéricamente los valores propios de m ‘
|Eigenvect0rs[ m | HCalcula los vectores propios de m ‘
|Eigenvect0rs[ N[{m]] HCalcula numéricamente los vectores propios de m ‘
i?sl:ply [ Pluslist] o Plus @@ Suma todos los elementos de list
%p@glﬂs[tTimes, list] o Times Calcula el producto de todos los elementos de list

1.9. Graficas 2D y generacion de sonidos.

| Funcion H Accidn

Proporciona la grafica de la funcién f[x] con x en el

Plot[ f, {x, a, b} ] intervalo [a,b]

Proporciona la grafica de la funcién f[x] con x en el
Plot[ f, {x, a, b}, PlotRange ->{c, d} | |lintervalo [a,b] y los valores de f[x] en el intervalo
[c.d]

Proporciona las graficas de las funciones f1,f2,f3 con
x en el intervalo [a,b]

Plot[ {f1, 2, £3,...}, {x, a, b} |

Proporciona las graficas almacenadas en las variables

Show|[gl1,g2,83] ol, g2, .
ListPlot] {y1, y2, y3, ...} | |Dibuja los puntos {1,y1},{2,y2},... |
|ListPlot [ { {x1,yl}, {x2,y2}, ...} | HDibuja los puntos {x1,yl}, {x2,y2},... ‘

ListPlot[{ {x1,y1}, {x2,y2}, ,
PlotJoined ->True |

ParametricPlot[ {fx,fy} , {t, tmin,tmax}
|

ParametricPlot| {fx.fy}, {gx.gy}....,{t, |Dibuja varias curvas dadas por sus ecuaciones
tmin,tmax} | paramétricas en los mismos ejes coordenados

ParametricPlot[ {fx.fy}, {t,
tmin,tmax}, AspectRatio -> Automatic

]

Conecta los puntos mediante la linea quebrada.

Dibuja la curva dada por sus ecuaciones paramétricas

Como antes pero con la opcion de la relacion entre las
escalas de los ejes

Proporciona el sonido cuya amplitud viene dada por f
Play| f, {t, tmin, tmax} | como funcioén del tiempo t en segundos en el
intervalo marcado

ListPlay[{al,a2,a3,...}, SampleRate -> |Proporciona el sonido almacenado en las variables al,
r| a2, a3, ..

|Sh0w[ ssoundl | HProporciona el sonido almacenado en la variable.




1.10. Graficas 3D

| Funcion

H Accion ‘

Plot3D[ f, {x, a, b}, {y, ¢, d} ]

Proporciona la grafica de la funcion fx,y], con la
x variando en el intervalo [a,b] y lay en el
intervalo [c,d]

|ListPlot3D[{{x1,y1,zl}, {x2,y2,72},...} |

HDibuja los puntos tridimensionales citados.

|ListC0nt0urPlot[ data array |

|ListDensityPlot[ data array |

|
HDibuja las curvas de nivel de la lista de datos ‘
|

HDibuja la grafica de densidades de la lista de datos

ParametricPlot3D|[{fx.fy,fz}, {t,
tmin,tmax} |

Dibuja una curva dada por sus ecuaciones
paramétricas

ParametricPlot3D|[{fx.fy,fz}, {t,
tmin,tmax},{u, umin, umax} |

Dibuja una superficie dada por sus ecuaciones
paramétricas

ParametricPlot3D] {fx,fy.fz, s},
{t,tmin,tmax}, {u, umin, umax}|

Oscurece la grafica de la superficie de acuerdo con
la funcion s

1.11. Paquetes para graficas 2D y 3D

En los paquetes de Mathematica aparecen colecciones de funciones adicionales para
algebra, calculo, graficas, matematica discreta, métodos numéricos, teoria de numeros y
estadistica. Mostramos aqui algunos paquetes correspondientes a las representaciones

graficas.

| Paquetes y algunas de sus funciones H

Descripcion ‘

<<Graphics'Graphics’

Carga el paquete que permite el uso de
graficas especiales

[BarChart list]

HPresenta los datos en forma de histograma ‘

[PieChart| list]

HPresenta los datos en forma de “tarta” ‘

PolarPlot| ft, {t, tmin,tmax} |

Proporciona la grafica de una curva en
polares

<<Graphics’ Animation’

Cargar el paquete que permite animaciones
graficas

Animate [ gr, {t, tmin,tmax} |

HAnima la grafica gr segun el recorrido de t.

ShowAnimation|[{gr1, gr2,...}]

Anima simultaneamente la secuencia de
objetos graficos almacenados enlas variables
grl, gr2,...

<<Graphics'InequalityGraphics’

Carga el paquete que permite representar las
soluciones de desigualdades y sistemas de
desigualdades.

ymin, ymax} |

InequalityPlot[ inegs, {x, xmin, xmax}, {y,

Dibuja la solucién grafica del conjunto de
desigualdades inegs en 2D

ymin, ymax}, {Z, zmin, zmax} |

InequalityPlot3D] inegs, {x, xmin, xmax}, {y,

Dibuja la solucion grafica del conjunto de
desigualdades inegs en 3D




1.12. Ejemplos de graficas 2D y 3D

gl=Plot[Sin[x], {x, -2m, 2m}]

= Graphics -
g2 = Plot [Tan[x], {x, -2, 2}, PlotStyle - Hue[.6] ]
zof

Z0

Ao
T T

—20r

-0 f
= Graphics -

Show[gl, g2] {» simultaneous vizualization of the tww graphical objects gl, g2 )
15}

10

A L)
T

=10

-15L
= Graphics -
g3 =PFlot[{5in[x], Cos[2x]}, {x, -3, 3}, Plot5tyle - {Hue[0.1], Hue[D.&]}]

-1}

= Graphics -
gd =PFlot[{Sin[x], Cos[2x]}, {x, -3, 3}, PlotRange — {0, 1.2}, PlotStyle — {Hue[0.1], Hue[D.8§]}]
{» The Option PlotRange gives desired interval for the function values «)



-2 —'z
= Graphics -
tt = {{0, 3}, {0.5, 4}, {1.1, 2.2}, {1.3, 4}, {1.5, 4}, {2, 3}}
ListPlot[tt, PlotBange — {0, 5} ]
{0, 3}, (0.5, 4}, {1.1, 2.2}, {1.3, 4}, {1.5, 4}, {2, 3}}

Er

0.5 1 1.5 z
= Graphics -
ListPlot[tt, PlotRange — {0, 5}, PlotStyle - PointSize[D.02]]
5
3 [ ] [ ] [ ]
2 L ]
sl -
_'L -
0.5 1 1.5 z
= Graphics -
ListPlot[tt, PlotRange — {0, 5}, PlotJoined — True]
L3
3
2
st
1¢f

0.5 1 1.5 z
= Graphics -
Cos[x - ¥]
PlutSD[ ——— —— , {x, 1,5}, {¥, 1, 10 }]
Log[x + ¥]
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= Surfacebraphics -
Cos[x- ¥]

Plot 3D
[ Log[x + ¥]
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= surfacelraphics -
{» ellipse «)

ParametricPlot[ {3 Cos[p]l, 75in[el}, {0, 0, 2m}]

{r elliptic cylinder «)}
ParametricPlotID[{3 Co=s[e], T5in[e], u), {o, 0, 2x), fu, 0, 3}]



{» irchimedes' = spiral )

a=3;

ParametricPlot [{a+«fi«Cozs[fi], awfi «Sin[fi]}, {£fi, 0, 5} ]
Hull

=40

{x 3D Archimedes' = spiral «)
a=10.29;
ParametricPlot3D [{av~fi«Cos[fi], a~fi «S5in[fi], u}, {£i, 0, 5P1i}, {u, 0, 3}]

{» colored serviette «)
ParametricPlot3D [ {t, u, Sin[t ~u]}, ft, -3, 3%, {u, -3, 3}1



{» pipe )
ParametricPlotdD [ {Co=[t F2] » {3 + Cos[u]), Sin[t]l» {3 +Cos[u]), 1.55in[u] ¥}, {t, 0, 2xm}, fu, 0, 2}

{» sphere =)
ParametricPlotiD[{ Co=s[t] Cos[u], Sin[t] Cos[u], Sinfu]}, {t, 0, 2Pi}, {fu, -PiS 2, Pisr2}]

{» Loads the standard add-on package Graphics Graphics’™ «)
<< Graphics Graphics”



{~» snowflake «)
PolarPlot [Sin[t »10] «t , {t, -40, 20}]

1.13. Algunas primitivas graficas en 2D

La combinacion de graficas permite obtener una coleccion de objetos graficos que
llamamos primitivas. Las primitivas mas comunes son: el punto, la recta, la elipse, el
cubo, etc. Para dibujar las primitivas graficas usamos la funcion Show[Graphics|
primitiva).

| Primitiva H Objeto grdfico ‘
|P0int[ {xy}l HDeﬁne el punto del plano de coordenadas {x,y} ‘

Define la linea quebrada que se obtiene uniendo los

Line [ { {XLy1},{x2,y2},..}] tos ottados

Rectangle[{xmin, ymin},{xmax, Define el rectangulo por los vértices opuestos dados

ymax}|

|Polyg0n[ { {x1,y1},{x2,y2},...}] HDeﬁne un poligono plano de vértices {x1,y1},{x2,y2}, ... ‘
|Circle [ {x,¥},r] HDeﬁne el circulo de centro (x,y) y radio r. ‘
|Disk [ {xy},r] HDeﬁne el disco de centro (a,b) y radio r ‘
|Disk [ {x,y}, {r1,r2} | HDeﬁne una elipse ‘

1.14. Algunas primitivas graficas en 3D

Las primitivas mas comunes en 3D son: el punto, la linea, el poligono, el cuboide. Para
dibujar las primitivas graficas usamos la funcion Show[Graphics| primitiva).

| Primitiva H Objeto grifico ‘
|P0int[ {x,y,2}] ||Deﬁne el punto de coordenadas {x,y,z} |
|Line [{ {x1,y1,z1},{x2,y2,72},...}] ||Deﬁne la linea quebrada uniendo los puntos citados |
|Polyg0n[{ {x1,y1,z1},{x2,y2,22},...}] ||Deﬁne el poligono de vértices los puntos citados |
|Cub0id [{xmin, ymin,zmin}, {xmax, ymax,zmax}] ||Deﬁne el paralelepipedo por sus vertices opuestos. |




1.15. Ejemplos de primitivas graficas

{» Broken line in the plane defined by the boundary points of itz segments+)
linial =Line[ { {-1, 2}, {3, 3}, {-1, 5}, {2, 2} } 1]

g2 = Show[Graphics[linial]]
%

Show[ g2, Aixes - True]
-1 1 z 2

{» Rectangle defined by itz dots «)
rec = Graphics[ {Rectangle[{1, -1}, {2, -0.3}]1} 1:

g3 = Show([rec, hspectRatio— 1]

{x Polygon for n=5 (pentagon) =)}
petl=Table[{Sin[2m »nf9.], Cos[2mwn75.] }, {n, 3}]:

dd = Graphics [Folygon[petl]];

Show[d5, hspectRatio -- 1]
{» Displayng the three primitives in the same graphics «)

Show[g2, rec, dj, hspectRatio — hutomatic]



>

{» Polygon for n=11 «)

pet? = Table[{5in[2m~ns11.], Cos[2m+»nSf11.] )}, {n, 11}]:
Show[Graphics[Polygon[pet2]], A=spectRatio -- futomatic]

{x Circle defined by the center in {1,6} amnd radius 4 «)
{r The default ratio of ¥/x in MNathematica 1= the oldenRatio = 0.618 «)

gl =Graphics[Circle[ {1, 6} ,41]];

Show[=1]

{» Disk defined by the co-ordinates of its center and radius «)
g2 = raphics[ Disk[ {2, 7}, 41]]1;

Show[=2]

{» Combined graphics of the upper circle and the disk at ratio yfx=1 »}

Show[=s1l, =2, AspectRatio— 1]



{» Broken line in the 3D space defined hy its wvertices »)
points = f {1, 0, 2}, {5, 7, -1}, {-2, -3, -4}, {1, 4, 9}};
kl=Line[ pointes ];

gh = Show[GraphicsiD[ k1]]

{x 3D polygon of the previous example «)
poli = Polygon[ point=s];
g7 = Show[Graphic=3D[polil]




{» Graphics of a parallelipiped defined by two opposite wvertices «)
cul = Cuboid[{0, -2, 3}, {3, 4, 5}]
g = Show[Graphic=s3D [cul]]

{» Combined graphics of the polygon and parallelipiped +)

{x* The last graphics show the zame from a different view point «)}
Show [g7?, ob]

Show[%, ViewPoint -- {3,




CAPITULO 2: Lecciones practicas con Mathematica

2.1. Resolviendo ecuaciones y sistemas de ecuaciones

Resolviendo ecuaciones y sistemas de ecuaciones con las funciones de Mathematica
Solve, Eliminate, Reduce, FindRoot

La primera opcion a la hora de resolver una ecuacion o un sistema de ecuaciones es usar
la funcion Solve[ ], que siempre trata de resolver exactamente el problema planteado
mediante la aplicacion de una determinada férmula. Si esa funcidon no resuelve el
problema, entonces trataremos de usar las funciones NSolve, Eliminate, Reduce,
FindRoot, ...

Ejemplo 1. Resolvemos la ecuacion cuadrética y extraemos sus soluciones

Suwe[xz == 4] [+ Motice the use of logical equality --instead of = )
1= L%
2 = L W%I2]]

fw— 21 w21
=4
2

Verificamos el contenido de las variables x1, x2:

|
X2

=4
2

Ejemplo 2. Resolvemos la ecuacion x°-1=0 y almacenamos el resultado en la variable z.
Luego extraemos algunas raices de esa lista.

I= Sﬂhl"E[HE —1-== I]]
M3 = x50
b = L[5

O [ O L Y O I L O i o o e
—-1'#
—(-1)°R

Calculamos estos valores con 12 digitos decimales:

N[x3,12]
N[x5,12]

—0.500000000000 —0.866025403784 3
0.500000000000 —-0.8366025403754 3



7 Y e
Ejemplo 3. Si tratamos de resolver la ecuacion * = 3% ="V¥+1 obtenemos solo las
reglas correspondientes. Por eso utilizamos la funcion NSolve[ ]. La ecuacion posee 2
raices reales y 6 complejas.

r=5qux?—ﬁxgzqfx+1,xl
r:NSuhm[x?—5x3::qfx+1,x]

[ Roof -1 —#1 +2531% 101" 431 ™ & 1]} oo Roof -1 —#1 +2531° — 108" 1™ g 4])
I Roof —1 —#1 +26#1° —10#1 " 431 &, 8]} fos Roof -1 —#1 + 258" 101" 21 g, 6],
I Roof—1 —#1 +26#1° —10#1"" 421" & 9]} x> Roof—1 —#1 +28#1% 101" 41 & 10]),
fi— Roof—1 —#1 +25#1° 101" 31" &, 13]) bo- Roof -1 —#1 +25#1° — 108" w1 &, 1470

& 4
&9

{1 52763} - —1 40584 +0.01571652), {x - —1 40584 —0.01571856 g}, i —0.0283271 +1.48306 2},
5 —0.0283271 —1.48305 2}, {x » 0.27615 + 0550671 &}, {x » 0.27615 — 0. 550671 2}, {x = —0.52001 33}

Ejemplo 4. Intentamos resolver exactamente dos ecuaciones trigonométricas y vemos
que eso no es siempre posible

Solve[Cos[x]==a,X]
Solve[Cos[x]==2x,X]

Solvesifun o Inverse functions are being used by Solve, 50
some solutions may not be found; use Reduce for complete solution information. Wore.

{ix = —ArcCos[all, ix = ArcCos[all}

Solvertden : The equations appear to invole the variables to he solved for in an essentially non—algehraic way, More.
Solve[ Cos[x]== 2x, ¥]

Ejemplo 5. Para resolver la segunda ecuacion del ejemplo anterior, dibujamos la grafica
de la funcion para localizar la raiz y luego resolvemos el problema mediante el método

de Newton aplicando la funcién FindRoot[ ]. El punto inicial puede ser x=0.

Plot[Cos[x]-2x,{x,-5,5}]
FindRoot[Cos[x]==2x%,{x,0} ]

10t

=10k



-Graphics -
{x— 0450184}

Ejemplo 6. Resolvemos ahora un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas y
extremos las primeras soluciones en las variables a, b :

f=3x+y-5
g =-X + 2y+1
Solve[{f==0,9==0},{X,Y}] (*In the first curly brackets we indicate the list of
equations *)
(* and in the second curly brackets the list of unknowns x,y *)

N[%]
a=x/. %[[1]]
b=y/. %%l[[1]]

—S+3xK+y

fw—=1.57143 v— 02857141}
1.67143
0.285714

Example 7. Verificamos que la solucion es correcta:

a
b

f/. {x->a,y->b}
g /. {x->a,y->b}

1.57143 \
0.285714 \
0. \
0. ‘

Ejemplo 8. Resolvemos el sistema paramétrico:

Solve[ {c*x + y==0, 3x + (I+c)y == 1}, {x,y}]

1 C
e “Treecd | Beoed f

Ejemplo 9. Resolvemos un sistema de dos ecuaciones. En ocasiones la salida es muy
larga y puede ser poco manejable. Se puede ocultar/mostrar la solucién haciendo un
doble click en el corchete del final de la celda.

p:}[2+2}||'::3; [1=3H+'_V2:: '
Sohtve[{p, q} 1% vi]



Los valores numéricos de las raices son:

% /N
Hr=1.70919-1.294822 v— 0877608 +2.213098],
[ 1.70919+1.204828 v 0877608 —2.213094}, k= —3.0634, v = —=3.19221}, {x—= —-0.354983 v - 1.43688}}

Ejemplo 10. Resolveremos un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas x,y, Por
conveniencia almacenamos las ecuaciones en dos variables auxiliares url y ur2.
Obsérvese que es distinto el signo igual == del signo de asignaciéon =. Intentamos
resolver el sistema con la funcion Solve y obtenemos que las posibles raices exactas del
sistema verifican una serie de reglas que no nos permiten manejar la solucion. Tratamos
entonces de resolver el sistema numéricamente y almacenamos las terceras soluciones
en dos nuevas variables que nos permitiria usarlas si fuera necesario para célculos
posteriores.

uril = x3 —2Xy-—1==0
urz = ﬁ+43|.|r— ®==-1
X
Sobre[{ur1, ur2}, {x, v}l (= Matfrermatica gives us the rules it is applyed Tor -
N[%:] (+This is better to obtain the approximate numerical solhntions
®3 = LW
V3 =y i W%IE

1+ —2uy==10

4y 4+ — ==
it



1
ftv= 0,05 134y ~ Roof =1 —# w71t a3 ot 4w’ e 1]

(~8+3Roof—1-#1 +7#1° +5#1° +931* +31° &, 1]-4Roof -1 —#1 + 7817 4581 +am* 4918 1T +
aRoof—1 -#1 +7#1% 453107 4081 431% & 1T +Roof—1 —#1 782 459 ram e’ e 1T,

1
x= Roof -1 —#1 +7#17 +5317 1031 4417 8 1 ] fy - ~ Roof 1 -#1 w71t s ot e’ 2]

(~8+3Roof—1—#1 +7#1° +5#1° +031* 4317 &, 2] -4 Roof -1 —#1 +7#1 45 ramem® g 2T +
aRoof—1 —#1 +7#1% 4530 1o 431% & 2F +Roof—1 —#1 7 P aw’ ram e e 21,

1
w- Roof -1 —#1 +7#1% +521° 4om® 1" g, 20 v~ > Roof 1 —#1 +7#1% +531° 40817 +1° 8, 3]

(~a+3Roof—1 —#1 +7#17 +5#1° 101 4 #1% & 3] -4 Roof -1 —#1 + T8 w50 vam e g 3T +
aRoof—1 —#1 +T#1% 453 101 +31% &, 3T +Roof—1 -1 7 5w’ ot e a1,

1
x- Roof -1 —#1 +7#1° +531° 1031 417 8, 3] fy - ~ Roof -1 —#1 w7#1 ws#’ vt e’ g 4]

(~a+3Roof—1 —#1 + 7817 +a#1% cowt*4a1® & 4)-4Roof—1 —#1 478 emw’ row e g 4T +
aRoof—1 —#1 +7#1% +531° +0#1* 1#1% & 4T +Roof—1 —#1 T8 mw’ vom et e 4,

1
x= Roof =1 —#1 +7#1° +5#1° +9#1° +17 8, 4] fy- ~ Roof -1 -#1 +7#17 453 ot 411° g 5]

(~8+3Roof—1 —#1 + 7817 +5#1° 101 4#1° & 6] -4 Roof—1 —#1 + 7817 e5#1% rom e 5] +
sRoof—1 —#1 +7#1% +531° +0#1* 1#1% &, 5T +Roof—1 —#1 + 781 aw® vom et e A,
x= Roof =1 —#1 +7#17 +5#1° +931° +#1° &, 5]}}

{fy— 0, %= 1.0 {y—» 302737 x~ —8.51087) {y +1.58238, 1w - 0327031}, {y—» —1.291 46 x - 0.367382},
v+ —0.282204 —0.23497 2 %+ -0.265139 -0.952031 2}, {y + —0.282204 +-0.23487 2 ¥ -+ —-0.265139 4+ 0.952031 2}}

—0.32703
1.68238

Ejemplo 11. Si las ecuaciones son muy complejas, se puede intentar una simplificacion
eliminando algunas incognitas en algunas ecuaciones. Eso es lo que hacemos ahora.

oprl=Eliminate[ {url,ur2},x]
opr2=Eliminate[ {url,ur2},y]

10y +43y +74%° —129* 36" +F ==0
—a + 2 — o 8+ ==
Ejemplo 12. Resolvemos ahora las ecuaciones obtenidas antes..

rey=N[Solve[oprl,y]]
rex=N[Solve[opr2,x]]

fy— 00 fy—= —1.20146) fy - 188238} fy - 36.2737), v » —0.282294 —0.23497 8} {y» —0.282294 +0.23497 a1}
{x= 1.} x> -B.51087}) D= —0.327031}, {x— 0.367882} {x» -0.265139 -0.952031 2}, {x » —0.265139+0.9520312}}

x2=x/.rex[[2]]



urll=url /. x->x2
N[Solve[urll,y ]]

—8.510487
—E17.419+17.0211y ==0
iy — 3627371

Ejemplo 13. Mathematica resuelve ahora un sistema homogéneo. Obsérvese que se
obtiene la solucion exacta del sistema planteado.

Clear[x, v, Z]
50M&[{H2+2y—32==0, X-Z-y==0, -x+6y+4z=-0} {x, v, z}]

{{y—} —E;—E,I—} %,}{—} %} fy—=0,Z=0 %= EI}}

Ejemplo 14. Todas las posibilidades presentes pueden ser examinadas con la funcion
Reduce. En la presentacion del resultado aparecen las funciones légicas habituales.
Utilizamos esta funcidn para examinar la solucion de la ecuacion de 2° grado:

Reducefax’ + b x +c¢==0, x]

—h—y Bl -dac —h+y B -dac

¥
}{::2— &&a:.\tﬂ”}{::z— Ekazl)a==0E&&h==08&&c==0]|a==0 &&}{::_E Efbx0
a a

Si se dan valores a los pardmetros, la solucion es la esperada:

a=5

Reduce[a X2+ b X +¢==0, x|
h=6

Reduce[a X2+ b X +¢==0, x|
c=-3

Reduce[a X2+ b X +¢==0, x|
M[%]

5
}{==1E I:—E—Eﬁ:lllx::% (—3+2ﬁ]
6

==1E [—B—Eﬁ)nxzzé (-3+2v6)
-3
}{::% [—3—2@]”3#5::% (—3+2ﬁ]

H==-1.4798|x ==0.379796

Ejemplo 15. Se presenta ahora la solucion del ejemplo 10 con la funcion Reduce. Puesto
que el resultado es una larga y complicada expresion logica, evitamos mostrarla
escribiendo un ; al final del operador. Luego calculamos los valores numéricos
obtenidos.



Reduce[ {url, ur2},{x,y}];
N[%]

w==1 &&yv==0|%==-8.91057 &&y ==30. 2737 ||¥ ==-0.327031 &&y==1.58238 || x== 0367882 &&y==—1 29146
H==-0265139-0952031 8 &&y ==-0.282294 — 023497 2 || x == 0265139 + 0 962031 2 && vy ==—0.282294 + 0234387 2

Ejemplo 16. Calculamos ahora las soluciones a partir del método numérico de Newton
que se obtiene mediante la funciéon FindRoot.

FindRoot[ {url,ur2},{x,-1},{y,-1}]
FindRoot[ {url,ur2},{x,-0.1+1},{y,1}]

fx+1,y>1.88287x 107"
{0~ —0.265139 +0.952031 2, y - —0.282204 + 023497 2}

Ejemplo 18. Expresando uno de los valores en funcion del otro.

f1=Reduce[url,y]
f2=Reduce[ur2,y]

“la+x’

XEDagy ==
2x

x £ 0as [y::—zx— —x+ 5HY ||y —2x+n) —x+ St

2.2. Calculo: derivadas, integrales y limites

Ejemplo 1. Obtenemos la primera y tercera derivadas de un polinomio.

f=x*5-2x"3-1
DI[f,x]
D[f,{x,3}]
lozxtex
—6x" +5x*

_12 + 60 %*

Los mismos comandos pueden escribirse con ayuda de las paletas de simbolos
matematicos.

f-x-2x -1
£

fl1-2,f

£3 = Oy f
Slozxtewt
f-l-zx®+x™y’

—E:-c2 +5:-c‘i




-1z +60%"

También podemos definir la funcién mediante esta opcion:

h[x ]:=%-2%x -1
d, h[x]

h[1]

—Exf ooyt

-z

Ejemplo 2. Veamos las graficas de las funciones derivadas del ejemplo 1. Es interesante
su comportamiento en el intervalo [-2,2] y por eso solo las representamos en dicho
intervalo.

gl = Plot[£, {x, -5, 5}]
g2 = Plot[£1, {x, -2, 2}]
g3 = Plot[£3, {x, -2, 2}]

= Graphics -

= Graphics -




200

150 F

100

50

= Graphics -

Ejemplo 3. Calculamos algunas derivadas parciales de una funcion de dos variables.

Ejemplo 4. Limpiamos la variable f. Calculamos después algunas derivadas simbolicas
con f.

E[x]
SE[x] + 5% £ [%]

Ejemplo 5. Si le asignamos algin valor de f, el posible antiguo valor es anulado
automaticamente. Calculamos algunas integrales para el nuevo valor de la variable f.

1-zx%°

2+3x
1
H (-6 x (4—3x+3xzj + 43 Log[2 +3x])

1
H (-6 x (-’-1—3:-:+3xzj + 43 Log[2+3x])




% [_24+ 43 Lu:ug[;”

0.19013

Ejemplo 6. Calculamos derivadas e integrales de una funcion de dos variables.

newi[x , ¥ ]:= . 3y
d =&, newt[x, ¥]

Llfmﬂ [x, y] dydx

% ffH
4%
47
10
4.7

Ejemplo 7. Queremos calcular la integral doble de una funcion trigonométrica. El
sistema tiene dificultades en el calculo porque la funciéon integrando tiene
singularidades. A pesar de que el calculo es muy lento, obtenemos la solucion. Si el
calculo es muy lento, siempre se puede interrumpir la evaluacion acudiendo al menu
Kernel/Abort Evaluation.

f-.

flx , ¥ 1:= Cus[;]

fff[x, ¥] dxdy {» Exact value by formulae «}
% ffH (v Itz nmumerical value x}
H[fft[x, ¥] dx dly] {+ The equivalent of the tww previous lines +)

HInteyrate[f[x, ¥], {x, 0, =}, {¥, 0, w}] ({r Approximate integration by numerical method «}

—% ot (-2 (Coz[l] + 3in[l] + 3inIntegral[l]])

3.73584
3.73554

NIntegrate::alwcon @
Mumerical integration conwerging too slowly; suspect one of the following: sinqularity, walue
of the integration being 0, oscillatory integrand, or insufficient WorkingPrecision. If

vour integrand iz oscillatory try using the option Method--0Oscillatory in HIntegrate. More.
NIntegrate::novh @ NIntegrate failed to conwverge to prescribed

acouracy after 13 recursiwve bisections in v near {x, v} = {3.0009, 0,00193931%, More.

3.7353E

Ejemplo 8. Se representa ahora la funcion del ejemplo anterior para mostrar las
singularidades.

Plot3D[f]x,y],{x,0,1},{y,0,1}]




1
Power::infvy : Infinite expression };— encountered. More.

witindet @ Indeterminate expression 0. ComplexInfinity encountered. More..

1
Power::infvy : Infinite expression TT_ encountered. More.

wiiindet @ Indeterminate expression 0. ComplexInfinity encountered. More..
1

Power::infv : Infinite expression };— encountered. More.

Feneral::stop @ Further output of Power::infy will be suppressed during this calculation. Hore.
wiiindet @ Indeterminate expression 0. ComplexInfinity encountered. More..
Feneral::stop @ Further output of «::indet will be suppressed during this calculation. Hore..
PlotiD:i:iplnc @ f£[x, ¥] 1z neither a machine-zsize real humber at

T, vi={0., 0.} nor a lizt of a real mamber and a walid color directive. More.
Plot3D::plnc @ £[x, ¥] 12 neither a machine-size real mumber at {x, ¥l=

n.0dlese?, 0.} nor a lizt of a real number and a walid color directiwve. More..
Plot3D::iplnc @ £[x, ¥] is neither a machine-size real mumher at {x, ¥l= o

{0.0833333, 0.} nor a list of & real muwher and & walid color directive. More.
Generaliistop @ Further output of PlotdD:iplnc will be suppressed during thiz calculation. More.
PlotiDrigval @ Function value Indeterminate at grid point xi = 1, yi = 1 iz not a real muher. More.
PlotiDiigval @ Fumction walue Indeterminate at grid point xi = 2, y1 = 1 iz not a real nuwber. More.
PlotiDergwal @ Fumetion value Indeterminate at grid point xi = 3, y1 = 1 i2 not a real muwber. More.
General:istop : Further output of Plot3D::gval will be suppressed during thiz calculation, More.

A==

= surfacelbraphics -

Ejemplo 9. Nuevo ejemplo de calculo de integrales.

1+

1
~L~£ fdydx

H[%]

0.856511




Ejemplo 10. Esta vez trabajamos con una integral triple.

1 +Y 1
er —— dzdydx
% %1+x+f+z

%/t H
1
S5 (71408 1og[d] + 675 Log[5] - 216 Log[8] + 676 Log[13] - 72 Log[256])
0.0462077
0. 046207747858420245°

Ejemplo 11. Vamos a examinar otra funcidon con singularidades. El sistema realiza la
grafica sin problemas, a pesar de que no estd definida para x=0.

. Sin[x]
X
Plot[f, {x, 0, 10}]

Plot[£, {x, 0, 100}]
Sinf=]

=

2 \i#/ﬁ ” "o
-0,z

= Graphics -
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-0.05

0075

= Graphics -

Ejemplo 12. Calculamos los limites adecuados para esa funcién y hacemos una integral
impropia.
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Ejemplo13. Otra funcion con singularidades.
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Ahora las graficas en intervalos seleccionados.

-Graphics-
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-Graphics-

2.3. Series numéricas y desarrollos en serie.

Series numéricas y desarrollos en serie: Series, Normal, Simplify y otras
funciones.

Ejemplo 1. El desarrollo en serie de potencias de una funcidn se genera con la funcion
Series[ ]. Si la funcidon es de una variable (como en este caso) lo que se obtiene es la
serie de Taylor de la funcion.

Series[{1+x)", {x, 0, 5}]

1 g 1 2
l+n:-c+E [-l+n) nx +E [-2+1) (-l+n)nx +

[—d+m) (-3+n) (-Z+n) (-1+n) nx® +0[x]"

1 4
— (=3 +n)] (-2+n) (-l+nlnx +
4 120

Ahora obtenemos el desarrollo en serie en un entorno del punto 1. Con la funcién
Normal[ ] se obtiene el polinomio de Taylor.

Series[{1+x)", ix, 1, 5}]
redl - Hormal [%]

22 - 1) 427 (-1+n)n(x-1)i+%2‘*“‘ f—2+m) (~l+minix-117+
1 —T4n 4 1 —fn 5 3
ST m Zam Clemn -1 27 (C4am) (<3am) (-24m) ((lem)n (- 1074 00x -1

1
ez nlemi 42T Cleamin(-l+x)t +3 2 any (mlemini-l+x)t e

%2'”" (=3 +n) (-2 +1) (—l+njn(—l+xj*+%2'3+"‘ f—d+n) (-3+m) (-2+n) (~l+mini-l+x)’

Ejemplo 2. La serie de Taylor de la funcion exponencial en el origen.

Series[e’, {fx, 0, 7]
NE SR ST «F ! A
led+ —+ — + — + + + +0[x=]
2 £ 24 120 720 5040

También puede calcularse el polinomio de Taylor como en el caso anterior.




Series[ Exp[x],{x,0,7}]

Normal[%]
xi x? x'i :.:5 :’:E 7 s
led+ —+ — + — + + + +0[x=]
& 24 1z0 720 5040
¥ ox oxt ¥ =t ®'
lex+ —+ + — 4+

— + +
£ 24 120 720 LS040

Ejemplo 3. La serie de potencias de una function trigonométrica. Viendo el resultado
con los coeficientes decimals se ve lo rapido que los coeficientes tienden a 0.

Series[Sin[2t],{t,0,20}]

N[Normal[%]]
at? a4’ ac! af? gt & cl? 16 ¥ 4rl? &t -
2t- +— - —— + - + - + - + 0[]
3 15 315 2835 155925 6031075 038512875 10854718875 1356156927625
2. £-1.33333¢% + 0. 266667 £° —0.0253965 ¢t + 0.00141093 £* - 00000513067 1 +

1.31556= 107 1 _2.50582 « 107% 1% 4 3. 68503 % 107" 17 _ 4. 30995 107

Ejemplo 4. Aqui obtenemos el desarrollo en serie de potencias de un producto de
funciones, multiplicando los desarrollos en serie individuales. Utilizamos la funcion
Simplify para obtener alguna simplificacion.

Series[u&t‘ISin[E t], {t, 0, 7}]

Hormal [%]
Simplify[#]
% ffH
Simplify[%]
;. Etf ¢ loet® 1llett 139ef’ s
ZEL+2EL - —— B LT - + + + 0[]
3 &l 130 2520

, et g l9et® 1lletf 139ed’
ZEL+2EL - — B L7 - + +
3 &0 180 2520

BT (5040 + 5040 £ -840 tf - 2520 £ - 795 £t + 1547 4+ 139 £5)

2520
0.001075658 £ (5040, + 5040, £ - 840, £f - 2520, ¥ - 795, c*4s 154, &% 4 139 &5y
0.149937 (-2.77144 + £) (-1.55945+ £) £ (4.01908 + 2.62081 £+ t¥) (2.08743 + 2.818 £+ t1)

Ejemplo 5. Podemos obtener desarrollos en serie formales.

Clear[a,f]
Series[f]t],{t,0,5}]
Series[f]t],{t,a,5}]
. 1. 1y 2 1 o O (5 £ s
£10] + £[0] £+ — £7(0) £+ — £ (0] £ e — 2@ (0] e £ 0] 401

fla] + £ [a] (t-a) +%f”[a] (t—a)2+é £ a) (t—a)3+%f“)[a] (t—a)*+l—in £ a) (t-a)’+0[t-a]"

Ejemplo 6. Podemos hacer transformaciones con las series.

red2=Normal[Series[Tan[-a*x]*(1+Cos[2x]),{x,0,4}]]
red3=red2 *2 *(1-red2)




Simplify[%]

zafy .
—Zax¥x+ |2a- — |
3
at

2a- —— :
3

za’ 3
2ll+2ax-|2a-— | = 4

3

4 .ok I :
—Eax(3+(—3+ajxj [(3+2a ¥ -bax(-1+x"))

[—2 ax +

Ejemplo 7. Mas operaciones posibles con las series.

redd = Collect[red3, x]
Collect[red3, a]

%f. a=1//H

redd f. fa—1., x—-2.}ffH

£
£k ? 2 za* 4 za* 3
-dax-8a x"+2 |2a- *x+8a|2a- ¥ -2 |2a- *
L) & af x° gxt g xt
—Eagxg— rZai-Zx+2x1+2a’ (-4xt+Bxt-4axBszat|- - ]

~1.33333%° —0.888889x" + 2. (2. x4 2. w2 (4. xtegoxwtoa.xb) 120 (—z.esee7xt s 2. 68667 25
_75.5556

Ejemplo 8. Las series de funciones de dos variables.

Series[Sin[x +1'2], {x, 0,7}, {¥. 0, 7}

Hormal [%]
Series[Sin[e"], {x, 0, 7%, {¥, 0, 5}]
Simplify[*]
] 4 3 £ 4 3 B
: ¥ § ¥ § ¥ ¥ 8] ot 1 ¥ 5| 2 5| 4
[Y —?+U[Y] ]+[l—?+U[Y] }:+[—? +E+D[Y] ]:-c +[_E+E+D[Y] ]x + ﬂ_ GEE + 0[v] ]x +

4

1 4 H s
[—— K] +D[Y]8]xs+[—Y—+ E) +D[Y]8]xs+[— +
120 Z40 720 4320 s040 10080
x? ®° %! [ xt ont :-:E] i [ x X x® x' ] 4 [ 1 % x? x5 ] P

+D[y]3] " +0[x]?

+ +
& 12 144 4320

- — o — =

+
[ 120 5040

e — o ——y e B — & ——

z z4 720 z 1z  z40 = 10080
Cos[l hinfl 1 SCos[l Sinfl
Sin[1]+|:c.s[1]x+( [l 2[ ]]xi—ESin[l]xg+|:— 24[ 1 _ 4[ ]]x‘*+
23Cos[l] Sin[l 37Cos[l] 1l3in[l 23Cos[l] 193in[l
(_ []_ []jlx5+lz_ []+ []:]:-cs+(— []+ []jlx?+lil[x]$
120 24 360 z4an 720 360

Sin[l] + Cos[l] x + % (Cos[l] - Sin[l]) =f - % sin[l] =%+ % [-5Cos[l] -63in[l]) x*+

L (=23 Cos[l] - 55in[l]) x° + (=74 Cos[1l] + 33 Sin[1]) =% + (-23Cos[1l] +38Sin[l]) x +0[x]®

120 TZ0 720

Ejemplo 9. Las series se pueden manipular como las expresiones:

Series[Sin[2x], {x, 0, 5}] 3¢
Series[Co=s[3x], fx, 0, 5}]

1 = [Series[Lug[l + x], Ix, 0O, 5}] +

s:!:ﬁl"H

Fl

g3 = J;Tsldlx

sd - 0,51




27x?  g73xt  A3lx® 13481xT s

27%° - + - + +0[x]
2 4 & 10
3 385 1583 %% 4gzgoa7 ki
sofa Ml M, T e N + + 0=
4 3z 38443 307204 3

i [;'1:)4 27 (;'1:]5 291 [}‘T)E 63l (71:]? 13461 (;'1:]31_0[%]9

a val 10 ta 5 4 56 4 80 4
: . 4365x*  1893x% 94227x° .
Glx" -54x" + - + + 0[x]
4 4 10

Ejemplo 10. Las series pueden invertirse con la funcion InverseSeries| |

5 = Series[e*, {x, 0, 51]
=291 = Inver=seSeries[=5]

g5 =583f. x—- 801

Hormal [==]

£ x? x‘i 5 i
leX+ — ¢ — + — &+ + 0[x]

2 (3 24 120

xi x? xli 5 c
l-x+ - — — - +0[x]

2 6 =24 120
(% -1) _ L (x—lji+i (x-ljg-i (x—lj*+i (x-11"+0[x-1]"
z 3 4 5

1+ (x-17 +0[x-1]"

=




